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1. TAÁM CHÒU UOÁN: 

1.1. Caùc khaùi nieäm vaø giaû thieát: 

1.1.1. Khaùi nieäm taám:  
• Taám laø vaät theå laêng truï hoaëc hình truï coù chieàu cao h nhoû hôn raát nhieàu so vôùi kích 

thöôùc cuûa 2 phöông coøn laïi. 
 Maët phaúng caùch ñeàu 2 maët beân treân vaø döôùi cuûa taám ñöôïc goïi laø maët trung bình cuûa 
taám. Khi chòu uoán maët trung bình cuûa taám bò cong ñi. 
 Giao tuyeán cuûa maët trung bình vaø caùc maët bieân caïnh taám ñöôïc goïi laø caïnh bieân cuûa 
taám (hay chu vi taám). 
 Ñeå tieän nghieân cöùu vaø khaûo saùt: thöôøng 
choïn heä truïc toïa ñoä Oxyz nhö hình veõ, thöôøng 
maët phaúng Oxy naèm trong maët trung bình taám. 
Truïc z höôùng xuoáng, vò trí cuûa goác toïa ñoä O seõ 
ñöôïc choïn tuøy thuoäc vaøo hình daïng chu vi taám vaø 
caùc ñaëc tröng lieân keát cuûa bieân taám sao cho cho 
phuø hôïp trong caùc baøi toaùn cuï theå. 

a
x

h

z

b

O

y

h: chieáu daøy taám 

• Taám ñöôïc söû duïng roäng raõi trong xaây döïng: caùc taám saøn, panel, taám lôïp nhaø coâng 
nghieäp, … 

• Phaàn lôùn taám duøng trong xaây döïng taám moûng (taám theo giaû thieát Kirchhoff). 

 + Taám ñöôïc goïi laø taám moûng neáu: 
5
1

80
1

≤≤
b
h  (trong ñoù: b laø kích thöôùc nhoû nhaát cuûa 

maët trung bình) vaø ñoä voõng 
4max
hw ≤  (cuõng coù theå söû duïng lyù thuyeát taám moûng vôùi 

3
1

=
b
h ) 

 + Tröôøng hôïp taám coù 
5
1

>
b
h  (hoaëc > 

3
1 ) thì ta coù taám daøy. 

 + Neáu taám coù ñoä voõng max 4
hw >  thì caàn tính theo lyù thuyeát taám coù ñoä voõng lôùn hay 

taám meàm (hay lyù thuyeát maøng). 

1.1.2. Caùc giaû thieát khi tính toaùn taám:  
 Taám moûng ñöôïc tính toaùn öùng duïng theo lyù thuyeát taám chòu uoán sau ñaây vaø döïa treân 
caùc giaû thieát sau (coøn ñöôïc goïi laø giaû thieát Kirchhoff). 

1) Giaû thieát veà caùc ñoaïn thaúng phaùp tuyeán: caùc ñoaïn thaúng vuoâng goùc vôùi maët trung 
bình cuûa taám seõ coøn thaúng vaø vuoâng goùc vôùi maët trung bình khi chòu uoán vaø ñoä daøi 
cuûa chuùng laø khoâng ñoåi. 

 + Töø giaû thieát naøy deã thaáy raèng caùc goùc vuoâng taïo bôûi caùc phaàn töû thaúng vuoâng goùc 
vôùi maët trung bình (vaø coù phöông doïc truïc z) vôùi caùc truïc x, y vaãn coøn laø goùc vuoâng trong quaù 
trình bieán daïng, nhö vaäy khoâng coù söï tröôït trong caùc maët phaúng ñoù.  

 Hay: 
⎩
⎨
⎧

=

=

0

0

xz

yz

γ

γ
 (1.1) 

 + Vì ñoä daøi cuûa caùc ñoaïn thaúng vuoâng goùc naøy khoâng thay ñoåi neân deã thaáy raèng bieán 
daïng daøi theo phöông z laø baèng 0.  
 Hay: 0=zε  (1.2) 
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2) Giaû thieát veà maët trung bình: taïi maët trung bình taám khoâng heà coù bieán daïng keùo, 
neùn hay tröôït. Khi bò uoán maët trung bình laø maët trung hoøa. Töø ñoù deã thaáy treân maët 
trung bình, caùc chuyeån vò:  

 ( ) ( )0 0 0 0
0 hay 0

z z
u v u v

= =
= = = =  (1.3) 

3) Giaû thieát veà söï töông taùc giöõa caùc lôùp cuûa taám: söï töông taùc giöõa caùc lôùp song song 
vôùi maët trung bình coù theå boû qua. Töùc laø öùng suaát phaùp zσ coù theå boû qua (vì laø nhoû 
so vôùi xσ  vaø yσ ) 

1.2. Chuyeån vò vaø bieán daïng trong taám (Kinematical Relationships): 
 Chuùng ta seõ nghieân cöùu taám chòu taûi troïng ngang, töùc taûi troïng vuoâng goùc vôùi maët 
trung bình cuûa taám. Ñeå xaùc ñònh bieán daïng vaø chuyeån vò ta seõ döïa vaøo caùc giaû thieát ôû 1.1.2: 

• Theo giaû thieát , vì 0=zε  neân theo coâng thöùc Cauchy: 0=
∂
∂

=
z
w

zε  ⇒ ñoä voõng w 

cuûa taám khoâng phuï thuoäc vaøo z hay: ( )yxww ,= . Ñieàu naøy coù nghóa laø taát caû caùc ñieåm naèm 
treân cuøng ñoaïn thaúng vuoâng goùc maët trung bình taám seõ coù cuøng ñoä voõng. 

• Cuõng töø giaû thieát , töø ñieàu kieän veà bieán daïng tröôït 
⎩
⎨
⎧

=

=

0
0

xz

yz

γ

γ
, söû duïng coâng thöùc 

Cauchy:  

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

+
∂
∂

=

=
∂
∂

+
∂
∂

=

0

0

z
u

x
w

y
w

z
v

xz

yz

γ

γ
 ta ñöôïc: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

y
w

z
v

x
w

z
u

 

 Baèng caùch tích phaân, bieåu thöùc vöøa nhaän ñöôïc theo z, ta coù:  

 
( )

( )

1

2

,

,

wu z f x y
x
wv z f x y
y

∂⎧ = − +⎪ ∂⎪
⎨ ∂⎪ = − +

∂⎪⎩

 (a) 

 Caùc haøm ( )yxf ,1  vaø ( )yxf ,2  ñöôïc xaùc ñònh baèng caùch söû duïng giaû thieát  veà tính 
khoâng bieán daïng keùo, neùn cuûa maët trung bình. 
 Theo giaû thieát naøy caùc chuyeån vò 0 0u vvaø  cuûa caùc ñieåm treân maët trung bình laø baèng 0 

neân: 
( )
( )⎩

⎨
⎧

===
===

=

=

0,|
0,|

200

100

yxfvv
yxfuu

z

z  

 Vaäy toùm laïi, theo (a) ta coù: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

−=

∂
∂

−=

y
wzv

x
wzu

 (1.4) 

 Ñieàu naøy coù nghóa laø caùc chuyeån vò thaønh phaàn cuûa taám ñeàu bieåu dieãn ñöôïc qua haøm 
ñoä voõng w cuûa maët trung bình. 

• Caùc thaønh phaàn bieán daïng khaùc ñöôïc tìm thaáy baèng caùch söû duïng coâng thöùc 
Cauchy:  
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

−=
∂
∂

=

∂
∂

−=
∂
∂

=

yx
wx

x
v

y
u

y
wz

y
v

x
wz

x
u

xy

y

x

2

2

2

2

2

2γ

ε

ε

 (1.5) 

 Nhö vaäy laø cuõng nhö laø caùc chuyeån vò thaønh phaàn, caùc thaønh phaàn bieán daïng cuõng 
ñöôïc bieåu dieãn qua haøm ñoä voõng w. 

1.3. ÖÙng suaát vaø noäi löïc trong taám (Material law): 
• Ñeå tìm öùng suaát, ta söû duïng coâng thöùc ñònh luaät Hooke (daïng ngöôïc) vôùi chuù yù raèng 

0=zσ . Deã daøng coù ñöôïc baèng caùch söû duïng (1.5): 

  

( )

( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂∂
∂

+
−=

+
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−
−=+

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−
−=+

−
=

yx
wzEE

x
w

y
wzEE

y
w

x
wzEE

xyxy

xyy

yxx

2

2

2

2

2

22

2

2

2

2

22

112

11

11

ν
γ

ν
τ

ν
ν

νεε
ν

σ

ν
ν

νεε
ν

σ

 (1.6) 

• Vôùi yzτ  vaø zxτ , neáu theo ñònh luaät Hooke vaø coâng thöùc (1.1) thì seõ baèng 0. Tuy 

nhieân ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi ñieàu kieän caân baèng vaø thöïc ra thì yzτ  vaø zxτ  laø khaùc 0. Ñeå tìm 

chuùng, ta söû duïng ñieàu kieän caân baèng: ( )3,2,10 ==+
∂
∂

iX
x i

j

ijσ
 

 Töø phöông trình vi phaân caân baèng thöù nhaát, boû qua löïc khoái, ta thaáy: 

yxz
xyxxz

∂
∂

−
∂

∂
−=

∂
∂ τστ  

 Thay  vaø x xyσ τ  trong (1.6) vaø ta coù: 

  
w

x
zE

y
w

x
w

x
zE

yx
wzE

yx
w

x
wzE

z
xz

2
22

2

2

2

2

2

3

2

3

3

3

2

11

11

∇
∂
∂

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
=

∂∂
∂

+
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
+

∂
∂

−
=

∂
∂

νν

ν
ν

ν
τ

 

 Tích phaân theo bieán z, ta coù:  

  ( ) ( )yxfw
x

Ez
xz ,

12 1
2

2

2

+∇
∂
∂

−
=

ν
τ  

 Haøm ( )yxf ,1  ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän maët treân vaø maët döôùi taám khoâng coù öùng suaát 
tieáp (vì khoâng coù taûi song song beà maët taám), töùc laø:  

  
( ) ( )

2
2

12
2

0 , 0
8 1

hxz z

Eh w f x y
x

τ
ν=±

∂
= ⇒ ∇ + =

∂−
 

  Suy ra: ( ) ( ) w
x

Ehyxf 2
2

2

1 18
, ∇

∂
∂

−
−=

ν
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 : vôùitöï  Töông

 Vaäy

yzτ

( )

( ) ⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

∇
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−=

∇
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−=

w
y

zhE

w
x

zhE

yz

xz

22
2

2

22
2

2

412

412

ν
τ

ν
τ

 (1.7) 

• Söï phaân boá theo beà daøy h cuûa caùc thaønh phaàn öùng suaát vöøa tìm coù theå thaáy qua hình 
veõ beân:  

xσ

xzτ

τxy
τyxσyyzτy

x

 
• Cuõng baèng caùch khaûo saùt phöông trình vi phaân caân baèng thöù 3, döïa vaøo caùc ñieàu 

kieän bieân treân vaø döôùi cuûa taám, ngöôøi ta vieát ñöôïc bieåu thöùc tính zσ  vaø thaáy roõ raêøng zσ  coù 
cuøng baäc vôùi cöôøng ñoä taøi troïng phaân boá maët treân vaø döôùi vaø laø khoâng ñaùng keå so vôùi 

x yσ σvaø  

 Cuï theå:  

q (x,y)
1

q (x,y)
2

z

h

( ) wzzhEqq
z

4
32

2
12

34122
∇⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

−
=

ν
σ  

• Cuõng töông töï trong söùc beàn, hôïp löïc cuûa caùc öùng suaát phaân boá theo beà daøy taám 
treân 1 ñôn vò daøi ñöôïc goïi laø caùc thaønh phaàn öùng löïc (noäi löïc) cuûa taám hay thöôøng goïi laø noäi 
löïc taám:  

  0
1

.1. 2

2
2

2

2

2

2
2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−
−== ∫∫ −−

h

h

h

h xx zdz
y
w

x
wEdzN ν

ν
σ  ( )1.dxdF =  

  Töông töï ta cuõng coù: 0=yN  

 Goïi Mx laø moâmen uoán treân 1 ñôn vò daøi maët caét coù phaùp tuyeán laø truïc x: 

  ∫∫ −− ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−
−== 2

2

2
2

2

2

2

2
2

2 1
..

h

h

h

h xx dzz
y
w

x
wEdFzM ν

ν
σ  

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−= 2

2

2

2

y
w

x
wDM x ν  

   trong ñoù: ( )2

3

112 ν−
=

EhD   (1.8) 

ñöôïc goïi laø ñoä cöùng truï cuûa vì noù laø ñaëc tröng veà vaät lieäu vaø hình hoïc cuûa taám chòu uoán. 
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 Cuõng treân maët caét coù phaùp tuyeán x coøn coù löïc caét Qx: 

  ( ) w
x

Ddzzhw
x

EdFQ
h

h

h

h xzx
22

2

2
2

2
2

2

2
.1.

412
∇

∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∇

∂
∂

−
−== ∫∫ −− ν

τ  

 Löïc tröôït (löïc tieáp) Nxy (laø toång hình chieáu leân phöông y cuûa caùc öùng suaát xyτ ) 

  0
1

2

2

2
2

2
=

∂∂
∂

+
−== ∫∫ −−

h

h

h

h xyxy zdz
yx

wEdFN
ν

τ  

 Moâmen xoaén Mxy (do xyτ ) treân maët caét naøy: 

  ( )
yx

wDzdFM
h

h xyxy ∂∂
∂

−−== ∫−

2
2

2
1 ντ  

• Töông töï, treân maët caét coù phaùp tuyeán laø truïc y, ta coù caùc thaønh phaàn noäi löïc phaân boá 
treân 1 ñôn vò daøi:  

  Moâmen uoán: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−= 2

2

2

2

x
w

y
wDM y ν  

  Löïc caét: w
y

DQy
2∇

∂
∂

−=  

  Moâmen xoaén: ( )
2

1yx xy
wM D M

x y
ν ∂

= − − =
∂ ∂

  

 • Vaäy ta ñaõ tìm ñöôïc caùc thaønh 
phaàn noäi löïc cuûa taám khi chòu löïc ngang. 
Hình veõ beân bieåu dieãn caùc giaù trò döông 
cuûa noäi löïc thaønh phaàn. 

M

N

M N

Q

N

M
M

N Q

x

x

x
xy

y
xy

xyyx

yy

• Ngoaøi ra, nhö ñaõ bieát: khi bieán daïng vaø chuyeån vò laø nhoû coù theå xem ñaïo haøm baäc 
hai cuûa haøm ñoä voõng w laø caùc ñoä cong cuûa maët voõng. 
 Vôùi heä truïc nhö hình veõ thì:  

  
2 2

2 2

1 1vaøx y
x y

w w
x r y r

κ κ∂ ∂
− = = − = =

∂ ∂
  

  vaø ñoä xoaén: xy
xyryx

w κ==
∂∂

∂
−

12

 

 Töø ñoù, caùc moâmen coù theå ñöôïc bieåu dieãn qua caùc ñoä cong nhö sau:  

  

( )

( )

( ) ( )

1 1

1 1

11 1

x x y
x y

y y x
y x

xy xy
xy

M D D
r r

M D D
r r

M D D
r

ν κ νκ

ν κ νκ

ν ν κ

⎧ ⎛ ⎞
= + = +⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠

⎪
⎛ ⎞⎪ = + = +⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠

⎪
⎪ = − = −
⎪
⎩

 

 Hay ôû daïng ma traän:  
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⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⇒

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

xy

y

x

xy

y

x

xy

y

x

xy

y

x

M
M
M

Eh

r

r

r
D

M
M
M

ν
ν

ν

κ
κ
κ

ν
ν

ν

100
01
01

12

1

1

1

100
01
01

3  

 Caùc phöông trình treân laø caùc phöông trình vaät lyù cuûa taám. Noù cho bieát moái lieân heä 
giöõa noäi löïc vaø bieán daïng cuûa maët trung bình. 
 Toùm laïi: Töø caùc phöông trình bieán daïng (kinematical) vaø caùc phöông trình öùng xöû vaät 
lieäu (ñònh luaät Hooke) ta coù caùc phöông trình bieåu dieãn moái quan heä giöõa noäi löïc vaø bieán 
daïng maët trung bình nhö sau:  

  ( )

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∇
∂
∂

−=

∇
∂
∂

−=

∂∂
∂

−−==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−=

w
y

DQ

w
x

DQ

yx
wDMM

x
w

y
wDM

y
w

x
wDM

y

x

xyyx

y

x

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1 ν

ν

ν

 (1.9) 

 Keát hôïp (1.6) vaø (1.7) ta coù caùc bieåu thöùc tính öùng suaát qua noäi löïc: 

  

3

3

3

2

2

12

12

12
3 1 4
2

3 1 4
2

0

x x
x

y y
y

xy xy
yx xy

x
xz

y
yz

z

M Mz z
h I

M M
z z

h I

M M
z z

h I

Q z
h h

Q z
h h

σ

σ

τ τ

τ

τ

σ

⎧ = =⎪
⎪
⎪
⎪ = =
⎪
⎪
⎪
⎪ = = =⎪
⎨
⎪

⎡ ⎤⎪ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟⎪
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎪

⎪ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ = −⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎪
⎪ ≈⎩

 

 Cuõng coù theå thaáy raèng, töông töï trong daàm chòu uoán, öùng suaát tieáp yzxz ττ ,  bieán thieân 

theo luaät baäc hai vaø laø nhoû so vôùi öùng suaát xyτ . Ngoaøi ra, öùng suaát ñaït giaù trò lôùn nhaát taïi maët 

trung bình:  

  ( ) ( )max max

3 3;
2 2

yx
xz yz

QQ
h h

τ τ= =  
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1.4. Phöông trình vi phaân chuû ñaïo cuûa taám chòu uoán:  
• ÔÛ treân ta ñaõ thaáy raèng: taát caû caùc thaønh phaàn öùng suaát hay noäi löïc, bieán daïng cuûa 

taám ñeàu ñöôïc bieåu dieãn qua haøm ñoä voõng w(x,y) cuûa maët trung bình. Do vaäy tröôùc heát vaø ñaàu 
tieân laø caàn tìm ñöôïc haøm ñoä voõng w(x,y). 

• Khaûo saùt söï caân baèng cuûa 1 phaân toá maët trung bình coù kích thöôùc: dxdy. Ñaët caùc löïc 
leân phaân toá (goàm caû ngoaïi löïc vaø noäi löïc) nhö hình veõ:  

y

x

zdy

dx

dy
y

Q
Q y

y ∂
∂

+

 
 

dy
y

M
M yx

yx ∂
∂

+

dy
y

M
M y

y ∂
∂

+

+
∂
∂x

xM
M
x

dx

+
∂

∂xy
xyM

M
x

dx

+
∂
∂x

xQ
Q
x

dx

Mx

Mxy

yxM
yM

QyQx

pz

 
 + Töø phöông trình caân baèng (chieáu leân phöông truïc z). Ta coù:  

  0=+
∂

∂
+

∂
∂

dxdypdxdy
y

Q
dxdy

x
Q

z
yx  

  Hay: 0=+
∂

∂
+

∂
∂

z
yx p

y
Q

x
Q

 (a) 

 + Töø phöông trình moâmen vôùi truïc y, boû qua caùc ñaïi löôïng voâ cuøng beù baäc cao, ta coù 

  0yxx
x

MM dxdy dxdy Q dxdy
x y

∂∂
+ − =

∂ ∂
 

  Hay: yxx
x

MM Q
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
 (b) 

 + Töø phöông trình moâmen vôùi truïc x, töông töï ta coù: 

  y
yxy Q

y
M

x
M

=
∂

∂
+

∂

∂
 (c) 

 Thay (b) , (c) vaøo (a); loaïi boû löïc caét ta nhaän ñöôïc:  

  
2 22

2 22 xy yx
z

M MM p
x x y y

∂ ∂∂
+ + = −

∂ ∂ ∂ ∂
 

 Thay caùc bieåu thöùc tính yxyx MMM ,,  theo haøm ñoä voõng w(x,y) töø (1.9) vaøo ta coù: 

  ( ) zp
yx

w
y
w

yx
w

yx
w

x
wD −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂∂

∂
−+

∂∂
∂

+
∂
∂

− 22

4

4

4

22

4

22

4

4

4

12 ννν  

  Hay: zp
y
w

yx
w

x
wD =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

4

4

22

4

4

4

2  

  Hay: zpwD =∇ 4  

  Hay D
p

w z=∇4
 (1.10) 
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 Phöông trình (1.10) laø phöông trình vi phaân cuûa maët trung bình khi voõng. Noù coøn 
ñöôïc goïi laø phöông trình vi phaân taám chòu uoán (Phöông trình Cofy German). 
 Phöông trình (1.10) coù daïng vi phaân caáp 4. Noù laø phöông trình vi phaân chuû ñaïo cuûa baøi 
toaùn taám moûng chòu uoán vaø bieåu dieãn theo haøm ñoä voõng w cuûa maët trung bình. 

• Ñoâi luùc phöông trình vi phaân naøy ñöôïc bieåu dieãn ôû daïng vi phaân caáp 2 baèng caùch 
ñöa ra haøm moâmen M (moment function) hay coøn goïi laø haøm moâmen toång (moment sum): 

  wD
y
w

x
wD

MM
M yx 2

2

2

2

2

1
∇−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−=
+

+
=

ν
 

 Khi ñoù caùc löïc caét seõ laø:  

  
x

MQx ∂
∂

=  vaø  
y

MQy ∂
∂

=  

 Vaø cuoái cuøng deã daøng nhaän thaáy raèng phöông trình vi phaân caáp 4 ñöôïc thay theá baèng 
2 phöông trình vi phaân caáp 2:  

  

D
M

y
w

x
ww

p
y
M

x
MM z

−=
∂
∂

+
∂
∂

=∇

−=
∂

∂
+

∂
∂

=∇

2

2

2

2
2

2

2

2

2
2

 (1.11) 

1.5. Caùc ñieàu kieän bieân treân chu vi taám: 
 Tuøy thuoäc vaøo ñieàu kieän lieân keát ôû meùp taám maø 
trong thöïc teá ta thöôøng gaëp caùc ñieàu kieän bieân sau: x

y

O abieân töïa

bieân naèm treân daàm bi
eân

 tö
 d

o

bi
eân

 n
ga

øm

b

1) Caïnh bieân ngaøm: (fixed or clamped or built in edge) (x=0): khi ñoù lieân keát ngaên 
caûn moïi chuyeån dòch thaúng vaø xoay trong maët phaúng xz, töùc laø: 

 Taïi x = 0 caàn coù: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∂
∂

=

0

0

x
w

w
 (1.12) 

2) Bieân töïa coá ñònh: (simple support, hinge pinted) (y=0): Treân caïnh naøy seõ khoâng coù 
chuyeån vò ñöùng vaø moâmen uoán My . 

 Hay taïi y = 0 coù: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−=

=

0

0

2

2

2

2

x
w

y
wDM

w

y ν
 (1.13) 

 Hay taïi y = 0 coù: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

+
∂
∂

=

0

0

2

2

2

2

x
w

y
w

w

ν
  (1.14a) 

 Hay ñoä cong baèng khoâng, (taïi y = 0) coù: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

⇒==

=

001
0

2

2

y
w

r

w

y
yκ

  (1.14b) 
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3) Bieân töï do: (caïnh x = a): Roõ raøng treân caïnh bieân töï do, caùc moâmen uoán, löïc caét, 
moâmen xoaén (Mx, Qx, Mxy) caàn laø baèng 0. Tuy nhieân vì phöông trình vi phaân ñaïo 
haøm rieâng cuûa baøi toaùn laø caáp 4 neân treân moãi caïnh chæ coù 2 ñieàu kieän bieân caàn coù. 
Do ñoù caàn tìm nhöõng ñieàu kieän bieân phuø hôïp vaø thoáng nhaát vôùi 3 ñieàu kieän neâu 
treân. Ñieàu naøy laøm ñöôïc neáu caùc yeâu caàu veà moâmen xoaén vaø löïc caét treân bieân laø 
baèng 0 ñöôïc thay theá bôûi moät ñieàu kieän töông ñöông nhö döôùi ñaây. 

 Qua hình veõ, ta thay moâmen xoaén Mxy phaân boá treân ñoaïn dy baèng caëp löïc ngöôïc chieàu 

dy
dyM xy  vôùi caùch tay ñoøn dy, vaø treân caùc ñoaïn thaúng coù chieàu daøi dy khaùc cuõng töông töï vaø do 

ñoù, töø hình veõ deã thaáy raèng treân caïnh x=a, coù löïc phaân boá thaúng ñöùng taùc duïng vôùi cöôøng ñoä 

baèng 
y

M xy

∂

∂
:  

dyM xy dydM   )(M xyxy+

dy dy

xyM
∂

+ dy
y

M xy

∂

+
∂

∂xy
xyM

M
y

dy

xyM

M xy

dy dy

y

z
=

=
M xy y

x a

ax

yxyM
=

=0

b

∂
∂

xyM
y

 

 Coøn laïi caùc ñieåm ñaàu vaø ñieåm cuoái cuûa bieân coù caùc löïc taäp trung coù giaù trò Mxy (a,0) 
vaø Mxy (a,b). 

 Vaø nhö vaäy ta xem raèng treân caïnh x=a coù löïc caét Qx vaø löïc phaân boá 
y

M xy

∂

∂
 cuøng taùc 

duïng vaø hôïp löïc cuûa chuùng goïi laø löïc quy ñoåi Kirchhoff. 

  
y

M
QQ xy

xx ∂

∂
+=qñ  

 Söû duïng caùc coâng thöùc tính noäi löïc ñaõ coù, ta nhaän ñöôïc:  

  
( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−+
∂
∂

∂
∂

−=
∂

∂
+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−+
∂
∂

∂
∂

−=
∂

∂
+=

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

x
w

y
w

y
D

x
M

QQ

y
w

x
w

x
D

y
M

QQ

yx
yy

xy
xx

ν

ν

qñ

qñ

 (1.15) 

 Vaø do ñoù ñieàu kieän bieân treân caïnh töï do x=a laø: 

  
( )

2 2

2 2

3 3

3 2

0
0

0
2 0

qñ
x

x

w w
M x y
Q w w

x x y

ν

ν

⎧∂ ∂
+ =⎪=⎧ ∂ ∂⎪ ⎪⇒⎨ ⎨

= ∂ ∂⎪⎩ ⎪ + − =⎪ ∂ ∂ ∂⎩

  (1.16) 

 Vieäc thay töông ñöông moâmen xoaén vaø löïc caét baèng löïc quy ñoåi töông ñöông tónh theo 
nguyeân lyù Saint Venant chæ aûnh höôûng ñeán öùng suaát cuïc boä. 
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4) Caïnh bieân naèm treân daàm: (y = b) khi ñoù phaûi xem nhö caïnh naèm treân goái ñaøn hoài 
vaø ngaøm ñaøn hoài. Luùc ñoù, caùc löïc quy ñoåi Kirchhoff ( qñ

yQ ) vaø caùc moâmen uoán 

(My) xuaát hieän treân bieân taám laø phaûn löïc do daàm taùc duïng leân taám vaø ngöôïc laïi 
daàm cuõng chòu caùc aùp löïc (nhö taûi troïng) töø taám truyeàn xuoáng qua caùc löïc phaân boá 
vaø moâmen xoaén phaân boá treân daàm. Töø söï ñoàng thôøi bieán daïng cuûa bieân taám vaø 
daàm, söû duïng caùc phöông trình vi phaân daàm nhö ñaõ bieát, ta coù:  

  

( )
4 2 2

4 2 2

2 2 2

2 2

2

xoaén

d d

d
d

y b y b

y b y b

w w wE J D
x y y x

w w wG J D
x x y x y

ν

ν

= =

= =

⎧ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
− = − + −⎪ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎪⎪

⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎪− = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎩

 (1.17) 

1.6. Taám ELIP:  
 Xeùt baøi toaùn coù hình daïng elip (nhö hình veõ) chòu taûi 
troïng phaân boá ñeàu q vaø ngaøm treân bieân. Phöông trình bieân taám 
coù daïng:  

  
2 2

2 2 1 0 0vaøx y w
a b n

∂
+ − = =

∂
   (a) 

O x

y

2b

2a

 Ta tìm haøm ñoä voõng w trong daïng:  

  
22 2

2 2 1x yw C
a b

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (b) 

  trong ñoù: C laø haèng soá. 
 Ñeå xaùc ñònh C, ta ñöa w vaøo phöông trình vi phaân chuû ñaïo cuûa taám (1.10): 

  4 2 2 4

24 8 242C C C q
a a b b D

+ + =  

 Suy ra: 

2 2 2 2
24 16 24

qC
D

a a b b

=
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (c) 

 Roõ raøng haøm ñoä voõng w nhö trong coâng thöùc b) laø thoûa maõn ñieàu kieän ngaøm treân bieân. 
Vì taïi moïi ñieåm treân bieân, haøm w ñeàu cho giaù trò w=0. 

  Vaø vì: 
2 2

2 2 2

4 1w Cx x y
x a a b

⎛ ⎞∂
= + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

   
2 2

2 2 2

4 1w Cy x y
y b a b

⎛ ⎞∂
= + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

 ñeàu cho giaù trò 0 treân bieân, thoûa maõn ñieàu kieän goùc xoay treân bieân baèng 0. 
 Vaäy haøm ñoä voõng cuûa taám maø vöøa thoûa maõn phöông trình vi phaân chuû ñaïo cuûa taám, 
vöøa thoûa maõn ñieàu kieän bieân laø:  

  
22 2

2 2

2 2 2 2

1
24 16 24

q x yw
a bD

a a b b

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 Ñoä voõng lôùn nhaát taïi taâm taám laø:  
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  max

2 2 2 2
24 16 24

qw C
D

a a b b

= =
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 Caùc thaønh phaàn noäi löïc ñöôïc xaùc ñònh theo coâng thöùc (1.9) nhö sau: 

  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 3 34 1 1x
x y x yM CD

a a b b a b
ν⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 3 34 1 1y
x y x yM CD

b a b a a b
ν⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  ( )2 2

8 1xy yx
CDM M xy

a b
ν= = − −  

  ( )2 2
4 2

8 3x
CDQ a b x

a b
= − +  

  ( )2 2
2 4

8 3y
CDQ a b y

a b
= − +  

 • Ví duï hình döôùi ñaây laø bieåu ñoà momen vaø löïc caét treân 2 truïc ñoái xöùng taám vôùi tyû leä 

1,5a
b

=  vaø heä soá poison 0,3ν =  

25,4 CD
a a

CD18,0 2

a
CD6,7 2 210,2 CD

a +

+
393 CD

a

xM My Qy

maxw

q

maxw

q

a
CD8,0 2

26,7 CD
a

xQ

yM

Mx

a
CD10,2 2

22,4 CD
a

a
CD42 2

-

+

-
+

2a

2b O x

y
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 • Vôùi taám troøn (cho a=b): deã 
thaáy raèng ñoä voõng lôùn nhaát taïi taâm 
taám (x=0 vaø y=0): 

 max 64
qw
D

=   

 Do tính chaát ñoái xöùng taâm cuûa 
baøi toaùn, ngöôøi ta thöôøng duøng Mr vaø 
M� thay vì Mx vaø My, trong ñoù:  
  + Mr laø momen uoán 
treân maët caét vuoâng goùc vôùi baùn kính. 
  + M� laø momen uoán 
treân maët caét truøng vôùi baùn kính. 

maxw

q

yM

Mx

0,038
+

2
20,125

8
qa qa=

= qaqa
12 0,081 2

2

qa2
20,081qa

≡ rM

Mθ≡

2a
y

xO

1.7. Taám chöõ nhaät bieân töïa vôùi nghieäm Navier: 

1.7.1. Cô sôû lyù thuyeát:  
 Xeùt 1 taám chöõ nhaät coù caùc caïnh laø goái coá ñònh nhö hình 
vaø taám chòu taûi troïng phaân boá ( ),p x y . 

bieân töïa a
x

O

b
y

 Do caùc caïnh laø goái töïa caùc ñieàu kieän caàn ban ñaàu laø:  

  

:  b yvaø  0  y Taïi

 : a  xvaø  0  x Taïi

==

==

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

+
∂
∂

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

+
∂
∂

=

0

0

0

0

2

2

2

2

2

2

2

2

x
w

y
w

w

y
w

x
w

w

ν

ν
 (a) 

 Ngoaøi ra, haøm ñoä voõng w(x,y) phaûi thoûa maõn phöông trình vi phaân taám (1.10): 

  ( )yxp
y
w

yx
w

x
wD ,2 4

4

22

4

4

4

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂   

 Ñeå thoûa maõn phöông trình vi phaân taám (1.10) vaø caùc ñieàu kieän bieân (a), ngöôøi ta tìm 
haøm ñoä voõng trong daïng chuoãi Fourier keùp:  

  ( )
1 1

, sin sinmn
m n

m x n yw x y A
a b
π π∞ ∞

= =
= ∑∑  (c) 
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  trong ñoù:  Amn
 laø heä soá cuûa chuoãi 

    ( )*, , 1, 2,3,...m n m n∈ =  ,  

• Roõ raøng deã nhaän thaáy raèng haøm ñoä voõng (c) thoûa maõn caùc ñieàu kieän bieân (a). 
 + Thaät vaäy, ví duï treân bieân x = a:  

  ( ) 0sinsin,
1 1

== ∑∑
∞

=

∞

=m n
mn b

ynmAyxw ππ  

 + Ngoaøi ra, vì:

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∂
∂

∑∑

∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

1 1

2

2

2

1 1

2

2

2

sinsin

sinsin

m n
mn

m n
mn

b
yn

a
xm

b
nA

y
w

b
yn

a
xm

a
mA

x
w

πππ

πππ

 (d) 

 neân 
( )

( )

22

2 2 2
1 1

2 222

2
1 1

, sin sin 0
0

, sin sin 0

mn
m n

x a
mn

m n

w m n ya y A m
x a b w w

x yw n n ya y A m
y b b

π ππ
ν

π ππ

∞ ∞

= =

∞ ∞
=

= =

⎧∂ ⎛ ⎞= − =⎪ ⎜ ⎟∂ ⎛ ⎞∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⇒ + =⎨ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∂ ⎛ ⎞⎪ = − =⎜ ⎟⎪ ∂ ⎝ ⎠⎩

∑∑

∑∑
  

 • Ñöa haøm ñoä voõng w(x,y) daïng (c) vaøo phöông trình vi phaân taám pw =∇4 , ta coù:  

  ( )∑∑
∞

=

∞

=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1 1

2

2

2

2

2
4 ,sinsin

m n
mn yxp

b
yn

a
xm

b
n

a
mAD πππ  (e) 

 Ñeå xaùc ñònh caùc heä soá Amn, ta tieán haønh khai trieån haøm taûi troïng ( ),p x y  theo daïng 

chuoãi Fourier keùp theo sin, ta coù:  

  ( ) ∑∑
∞

=

∞

=

=
1 1

sinsin,
m n

mn b
yn

a
xmpyxp ππ  (f) 

   trong ñoù: pmn laø heä soá chuoãi taûi troïng. 

    ( )∫ ∫=
a b

mn dxdy
b

yn
a

xmyxp
ab

p
0 0

sinsin,4 ππ  (g)  

 Ñöa (f) vaøo phöông trình (e), ta nhaän ñöôïc:  

  mnmn p
b
n

a
mAD =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2

2

2

2

2
4π  

 Söû duïng caû (g), ta coù coâng thöùc xaùc ñònh Amn:  

  ( )∫ ∫
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
a b

mn dxdy
b

yn
a

xmyxp

b
n

a
mabD

A
0 02

2

2

2

2
4

sinsin,4 ππ

π

 (h) 

 Vaäy haøm ñoä voõng daïng (c) vôùi caùc heä soá cuûa chuoãi ñöôïc xaùc ñònh theo (h) vöøa thoûa 
maõn phöông trình vi phaân taám vaø caû caùc ñieàu kieän bieân taám neân laø nghieäm cuûa baøi toaùn. 

1.7.2. Moät soá tröôøng hôïp taûi troïng cuï theå:  
1) Taûi troïng phaân boá ñeàu p: ( ) 0, constp x y p= =  

y

xa

b
p

z

O 0
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 Khi ñoù:  0
2 0 02 2

4
2 2

4 sin sin
a b

mn
p m x n yA dx dy

a bm nD ab
a b

π π

π

=
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

   0
22 2

6
2 2

1,3,5,...16
1,3,5,...mn

mpA
nm nD mn

a b
π

=⎛ ⎞
= ⎜ ⎟=⎛ ⎞ ⎝ ⎠

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 Vaäy: ( ) 0
26 2 21 1

2 2

sin sin 1,3,5,...16,
1,3,5,...m n

m x n y
mp a bw x y
nD m nmn

a b

π π

π

∞ ∞

= =

=⎛ ⎞
= ⎜ ⎟=⎛ ⎞ ⎝ ⎠

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑  

 • Söû duïng (1.9) ñeå tính noäi löïc, ta ñöôïc keát quaû sau:  

  

2 2

2 2 2
0

24 2 2

2 2

16 sin sinx
m n

m n
p a m x n ya bM

a bm nmn
a b

ν π π
π

∞ ∞ +
=

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑∑  

  

2 2

2 2 2
0

24 2 2

2 2

16 sin siny
m n

m n
p a m x n ya bM

a bm nmn
a b

ν π π
π

∞ ∞ +
=

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑∑  

 Ñoä voõng ôû taâm taám ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==

2
;

2
ayax :  

  
( ) ( ) ( )1 1

2 2
20 0

max 2 26 6 32 2 2 2

2 2 2 2

1 116 192 1

m n m n

m n m n

p pw
D Ehm n m nmn mn

a b a b

ν
π π

+ +
− −∞ ∞ ∞ ∞− −

= = −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑ ∑∑  

 Chuoãi naøy hoäi tuï nhanh vaø chæ caàn laáy soá haïng ñaàu cuõng cho keát quaû ñuû chính xaùc. 
Thaät vaây, ví duï tröôøng hôïp taám vuoâng caïnh a, vôùi ν=0.3, neáu chæ laáy soá haïng ñaàu (m=n=1):  

  
4 4 4

0 0 0
max 6 3

4 0,00416 0,0454p a p a p aw
D D Ehπ

= = =  (sai soá 2,5%) 

 Tuy nhieân, ñoái vôùi noäi löïc, do pheùp laáy ñaïo haøm, chuoãi hoäi tuï chaäm hôn nhieàu vaø phaûi 
laáy nhieàu soá haïng hôn. 
 Ñeå tieän tính toaùn thöïc haønh, ngöôøi ta thöôøng laäp baûng saün theo caùch nhö sau:  

  + Tính: 
4

0
max 3

p aw
Eh

α=   

    vôùi:  
( ) ( ) ( )

12
2

26 2
2 2

2

192 1 1
, 1,3,5,...

m n

m n
m n

amn m n
b

ν
α

π

+
−∞ ∞− −

= =
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑  

    vaø α chæ phuï thuoäc vaøo tæ soá giöõa 2 caïnh a
b  

  + Cuõng töông töï nhö vaäy, ngöôøi ta cuõng laäp baûng tính momen uoán lôùn nhaát taïi 
taâm baûng trong daïng:  

    
2

max 0
2

max 0

x x

y y

M p a

M p a

β

β

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
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    trong ñoù: ,x yβ β  laø caùc heä soá chæ phuï thuoäc vaøo tæ soá a
b  

  + Caùc löïc caét ,x yQ Q  cuõng vaäy:  

   0
3 2

2 2
2

cos sin16
x

m n

m x n y
p a a bQ

an m n
b

π π

π

∞ ∞

=
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑  

   0
3 2

2 2
2

sin cos16
y

m n

m x n y
p b a bQ

bm m n
a

π π

π

∞ ∞

=
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑  

   vaø löïc caét lôùn nhaát taïi caùc ñieåm giöõa caùc caïnh bieân taám. 
2) Taám chòu löïc taäp trung ñaët taûi ñieåm ( )0 0,x y :  

 Baèng caùch thay löïc taäp trung P 
baèng löïc phaân boá trong phaïm vi chöõ nhaät 
coù dieän tích x y.Δ Δ , löïc phaân boá naøy coù 

cöôøng ñoä: 
x y

Pp =
Δ Δ

 thì deã daøng tính ñöôïc 

heä soá phaân boá taûi troïng nhö sau: y

x
a

b

O 0x

y0

P

yΔ
Δx

  ( )0 0

0 0

0 02 2

2 2

, sin sin sin sin
x yx y

x yx y

m x n ym x n yp x y dxdy P
a b a b

π ππ πΔ Δ
+ +

Δ Δ
− −

=∫ ∫  

 Söû duïng coâng thöùc (h), ta coù coâng thöùc tính heä soá chuoãi nhö sau: 

  0 0
22 2

4
2 2

4 sin sinmn
m x n yPA

a bm nD ab
a b

π π

π

=
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 Vaø haøm ñoä voõng: ( ) 4

0 0

22 21 1
2 2

4 sin sin
, sin sin

m n

P
D ab

m x n y
m x n ya bw x y

a bm n
a b

π

π π
π π∞ ∞

= = ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

+
∑∑  

  Chuoãi naøy hoäi tuï chaäm vaø caùc chuoãi momen, löïc caét coøn hoäi tuï chaäm hôn nöõa neân 
vôùi baøi toaùn naøy chæ duøng ñeå tính ñoä voõng. 

1.8. Taám chöõ nhaät bieân töïa chòu taûi phaân boá ñeàu vôùi lôøi giaûi Levy: 
 Leùvy ñöa ra lôøi giaûi cuûa baøi toaùn naøy baèng 
caùch choïn w coù daïng: 
  hp www +=     (a) 

x

y

b
2

b
2

a

  trong ñoù: wp ñöôïc xem laø phöông trình ñoä voõng cuûa 1 daûi song song chòu taûi 
troïng phaân boá ñeàu vaø coù daïng: 

   ( )4 3 30 2
24p

pw x ax a x
D

= − +  (b) 
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 Roõ raøng wp thoûa maõn phöông trình vi phaân taám (1.10):  

  
4 4 4

4 0
4 2 2 42 pw w ww

x x y y D
∂ ∂ ∂

∇ = + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (c) 

  vaø ñieàu kieän bieân taïi 2 caïnh töïa ñoái dieän nhau: x = 0 vaø x = a 
• Coøn hw  caàn choïn sao cho thoûa maõn phöông trình thuaàn nhaát cuûa (c), töùc laø:  

  02 4

4

22

4

4

4
4 =

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=∇
y
w

yx
w

x
ww  (d) 

 Vaø hp www +=  thoûa maõn taát caû ñieàu kieän bieân cuûa taám. 

 Leùvy ñöa ra daïng chuoãi sau ñoái vôùi hw  (vaø vì tính ñoái xöùng neân m = 1, 3, 5 …) 

  ( )∑
∞

=

=
...5,3,1

sin
m

mp a
xmyYw π  (e) 

  trong ñoù: ( )yYm  chæ laø haøm rieâng cuûa bieán y 

 Roõ raøng hp www +=  thoûa maõn ñieàu kieän bieân 0&0 2

2

=
∂
∂

=
x
ww  taïi 2 caïnh bieân ñoái 

dieän nhau laø x = 0 vaø x = a. 

 Thay wp vaøo (d), ta ñöôïc: 
2 2 4 4

2 4
1

2 sin 0IV
m m m

m

m m m xY Y Y
a a a
π π π∞

=

⎛ ⎞
′′− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 Vaø ñeå thoûa maõn moïi giaù trò cuûa x, ta coù:  

  
2 2 4 4

2 42 0IV
m m m

m mY Y Y
a a
π π′′− + =  (f) 

 Nghieäm toång quaùt cuûa (f) ñöôïc cho trong daïng:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

a
ym

a
ymD

a
ymC

a
ym

a
ymB

a
ymA

D
ap

Y mmmmm
ππππππ coshsinhsinhcosh

4
0  (g) 

 Vì baøi toaùn ñoái xöùng qua truïc x neân trong (g) chæ giöõ laïi caùc haøm chaün cuûa y hay suy ra 
0== mm DC  

• Vaäy haøm ñoä voõng w seõ laø:  
  p hw w w= + =  

 ( )
4

4 3 30

1
2 cosh sinh sin

24 m m
m

p pa m y m y m y m xx ax a x A B
D D a a a a

π π π π∞

=

⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (h) 

• Roõ raøng w daïng (h) ñaõ thoûa maõn phöông trình vi phaân taám ( )
D
xpw =∇4  vaø thoûa 

maõn ñieàu kieän bieân 2 bieân töïa ñoái dieän nhau x = 0 vaø x = a. 
 Caùc haèng soá tích phaân Am & Bm ñöôïc xaùc ñònh sao cho thoûa maõn ñieàu kieän bieân treân 2 
bieân coøn laïi laø bieân 2

by ±=  

 Muoán vaäy, tröôùc heát caàn khai trieån ( )4 3 30 2
24p

pw x ax a x
D

= − + thaønh chuoãi löôïng giaùc: 

  ( ) ∑
∞

=

=
1

sin
m

mp a
xmwxw π  

  trong ñoù: ( ) ( )4 3 30
0 0

2 2sin 2 sin
24

a a

m p
pm x m xw w x dx x ax a x dx

a a a D a
π π⎡ ⎤= = − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

       
4

0
5 5

1,3,5,...

4 1.m
m

p aw
D mπ

∞

=

= ∑  



20  

  ⇒ ( )
4

4 3 30 0
5 5

1,3,5,...

4 12 . .sin
24p

m

p p a m xw x ax a x
D D m a

π
π

∞

=

= − + = ∑  

 Vaø khi ñoù w coù daïng:  

  
4

0
5 5

1,3,5...

4 cosh sinh sinm m
m

p a m y m y m y m xw A B
D m a a a a

π π π π
π

∞

=

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (i) 

 Taïi bieân 2
by ±= : töø ñieàu kieän bieân: 0&0 2

2

=
∂
∂

=
y
ww  

 Ta ñöôïc 2 phöông trình xaùc ñònh Am & Bm ; vôùi caùch kyù hieäu: ma
bm απ

=
2

 

 Chuù yù: 
sinh cosh
cosh sinh

x x
x x

′ =⎧
⎨ ′ =⎩

 
2

2

tanh 1 tanh
coth 1 coth

x x
x x

′⎧ = −⎪
⎨

′ = −⎪⎩
 

  
( )

5 5

4 cosh sinh 0

2 cosh sinh 0
vôùi: leûm m m m m

m m m m m m

A B
m m

A B B

α α α
π

α α α

⎧ + + =⎪
⎨
⎪ + + =⎩

  

 Ruùt ra: 
( )

5 5 5 5

2 tanh 2 2,
cosh cosh

m m
m m

m m

A B
m m

α α
π α π α

+
= − =  

 Thay vaøo (i), cuoái cuøng haøm ñoä voõng coù daïng nhö sau:  
4

0
5 5

1,3,5,...

4 tanh 2 2 21 21 cosh sinh sin
2cosh 2cosh

m m m m m

m m m

p a y yy m xw
D m a a a a

α α α α α π
π α α

∞

=

⎡ ⎤+
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  (j) 

 Ñoä voõng lôùn nhaát taïi taâm taám , 0
2
ax y⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
:  

  
( )

1
4 2

0
max 5 5

1,3,5,...

14 tanh 21
2cosh

m

m m

m m

p aw
D m

α α
π α

−
∞

=

− ⎛ ⎞+
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (k) 

 Nhaän xeùt: soá haïng thöù I trong daáu ngoaëc cuûa (k) töông öùng vôùi ñoä voõng ôû giöõa daûi 
chòu taûi troïng phaân boá ñeàu. Vaäy coù theå vieát laïi (k) trong daïng sau:  

  
( )

1
4 4 2

0 0
max 5 5

1,3,5,...

14 tanh 25 .
384 2cosh

m

m m

m m

p a p aw
D D m

α α
π α

−
∞

=

− +
= − ∑  (l) 

 Chuoãi ôû soá haïng thöù II hoäi tuï raát nhanh neân chæ laáy soá haïng ñaàu laø ñuû.  
 Ví duï vôùi baøi toaùn taám hình vuoâng, deã thaáy: 

  
4 4 41 3

0 0 0
max 5

45 0,68562 0,00025 ... 0,00406
384

m mp a p a p aw
D D Dπ

= =⎛ ⎞= − − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 vaø soá haïng thöù II trong ngoaëc laø quaù nhoû so vôùi soá haïng ñaàu neân coù theå boû qua. 
 Töø coâng thöùc (l) ngöôøi ta cuõng coù theå tính ñoä voõng lôùn nhaát taïi taâm taám chöõ nhaät bieân 
töïa vaø chòu taûi troïng phaân boá ñeàu trong daïng sau: 

  
4

0
max . p aw

D
α=  

  vôùi α laø heä soá phuï thuoäc vaøo tæ soá b
a  vaø cho trong baûng laäp saün. 

Töông töï, döïa vaøo caùc coâng thöùc cô baûn ñaõ coù, ta cuõng tìm ñöôïc caùc thaønh phaàn noäi löïc. 
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1.9. Taám chöõ nhaät chòu uoán bôûi momen phaân boá taïi caùc caïnh:  
 Xeùt taám töïa treân 4 caïnh bieân vaø 
bò uoán cong do momen phaân boá doïc caùc 
caïnh 2

by = ± . Haøm ñoä voõng w phaûi 

thoûa maõn phöông trình vi phaân taám: 
 4 0w∇ =    (a) 
 vaø caùc ñieàu kieän bieân sau: 

y

xO

a

2f

f1

b
2

b
2

  + Treân bieân x=0 vaø x=a: 2

2

0

0

w
w

x

=⎧
⎪
⎨∂

=⎪ ∂⎩

 (b) 

  + Treân bieân 2
by = ± : 

( )

( )

2

12

2

2

22

2

0 ( )

( )
by

by

w c

wD f x
y

d
wD f x

y

=

=−

=⎧
⎪

⎛ ⎞∂⎪ − =⎜ ⎟⎪⎪ ∂⎝ ⎠⎨
⎪ ⎛ ⎞∂⎪− =⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎪⎩

  

   vôùi ( ) ( )1 2,f x f x  laø momen uoán phaân boá treân 2 bieân 2
by = ± . 

 Söû duïng nghieäm daïng Levy: (luoân thoûa maõn ñieàu kieän treân x=0, x=a) 

  
1

sinm
m

m xw Y
a
π∞

=

= ∑  (e) 

vôùi: ( ) sinh cosh sinh coshm m m m m
m y m y m y m y m y m yY y A B C D

a a a a a a
π π π π π π

= + + +  (f) 

1.9.1. Tröôøng hôïp ñoái xöùng f1(x) = f2(x) = f(x): 
 Do baøi toaùn laø ñoái xöùng neân Ym phaûi laø haøm chaün cuûa y ⇒ 0m mA D= = . Khi naøy, haøm 
ñoä voõng coù daïng:  

  
1

cosh sinh sinm m
m

m y m y m y m xw B C
a a a a
π π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

 &m mB C  ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän bieân (c) vaø (d) nhö sau:  

  + Töø (c), treân 2
by = ±  thì 0w = , ta coù:  

   cosh sinh 0
2

vôùi:m m m m m m
m bB C

a
πα α α α+ = =  

   Hay tanhm m m mB C α α= −  

  vaø 
1

sinh tanh cosh sinm m m
m

m y m y m y m xw C
a a a a
π π π πα α

∞

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

  + Ñeå tìm Cm, ta söû duïng ñieàu kieän bieân (d):  

  Tröôùc heát caàn khai trieån f(x) thaønh chuoãi löôïng giaùc (theo sin m x
a
π ):  

   ( )
1

sinm
m

m xf x E
a
π∞

=

= ∑  

  Khi momen phaân boá laø haèng soá treân bieân thì ( ) 0f x M=  
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  Deã thaáy: ( )0
00

42 sin 1,3,5,...vôùi
a

m
Mm xE M dx m

a a m
π

π
= = =∫  

  Söû duïng ñieàu kieän bieân (d), ta tìm ñöôïc: 
2

2 22 cosh
m

m
m

a EC
Dm π α

= −  

 Vaø cuoái cuøng ta coù haøm ñoä voõng nhö sau:  

 ( )
2

2 2
1,3,5,...

sin
, tanh cosh sinh

2 cosh m m m
m m

m x
a m y m y m yaw x y E
D m a a a

π
π π πα α

π α

∞

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (g) 

 Khi momen phaân boá ñeàu coù cöôøng ñoä M0 thì haøm ñoä voõng coù daïng:  

( )
2

0
3 2

1,3,5,...

2 1, tanh cosh sinh sin
cosh m m

m m

M a m y m y m y m xw x y
D m a a a a

π π π πα α
π α

∞

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (h) 

1.9.2. Tröôøng hôïp phaûn xöùng f1(x) = –f2(x): 

  ( ) ( )1 2
1

sinm
m

m xf x f x E
a
π∞

=

= − = ∑  (i) 

 Do tính chaát phaûn xöùng, w seõ laø haøm leû cuûa y, do ñoù, trong coâng thöùc (f) thì 
0m mB C= = . Neân:  

  
1

sin cosh sinm m
m

m y m y m y m xw A D
a a a a
π π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

 Töø ñieàu kieän bieân (c), w = 0 taïi 2
by = ± , ta suy ra:  

  sinh cosh 0m m m m mA Dα α α+ =  

  Hay 1 tanhm m m
m

D Aα
α

= −  

 Vaø:  
1

1sin tanh cosh sinm m
m m

m y m y m y m xw A
a a a a
π π π πα

α

∞

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 Söû duïng ñieàu kieän bieân (d) ñeå xaùc ñònh Am, ta coù:  

  
2

2 22 sinh tanh
m

m m
m m

aA E
D m

α
π α α

=  

 Vaø: 
2

2 2
1

coth sinh cosh sin
2 sinh

m
m m

m m

Ea m y m y m y m xw
D m a a a a

π π π πα α
π α

∞

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (j) 

1.9.3. Tröôøng hôïp toång quaùt:  

2f

f1

≠1f

f2

= +

1
2 1( f  +    )2f

f2( f   -    )12
1

1
2 1( f   -    )2f

phaûn xöùng

f2( f  +    )12
1

ñoái xöùng
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1.9.4. Tröôøng hôïp ñaët bieät:  

 Khi momen phaân boá chæ treân 1 caïnh bieân 
2
by =  chaúng haïn thì ta seõ söû duïng keát quaû 

toång quaùt vôùi 2 0f = , töùc sô ñoà:  

= +

1f f
2
1

1
2
f

1
2
f

f
2
1

 
 vaø keát quaû laø:  

 
2

2 2
1

1 tanh cosh sinhsin cosh
4 1 coth sinh cosh

sinh

m m
m

m

m
m m

m

m y m y m ym xE a a aa aw
D m m y m y m y

a a a

π π ππ α α
α

π π π πα α
α

∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎛ ⎞+ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑  (k) 

1.10. Taám chöõ nhaät coù 2 caïnh töïa coá ñònh, coøn 2 caïnh kia laø ngaøm: 

 y

xO a
b

 Giaû söû 2 caïnh bieân töïa laø x=0 vaø x=a. Hai caïnh bieân ngaøm laø 2
by = ± . Ñeå giaûi baøi 

toaùn naøy, tröôùc heát ta xem taát caû caùc caïnh bieân laø töïa, sau ñoù ñaët momen uoán treân caùc caïnh 

2
by = ±  sao cho chuùng khöû ñöôïc goùc xoay do taûi troïng ngang gaây ra taïi caùc caïnh naøy vaø sau 

ñoù coù theå söû duïng caùc keát quaû tröôùc. 
 • Tröôøng hôïp taám chòu taûi phaân boá ñeàu coù cöôøng ñoä p0. Söû duïng lôøi giaûi Levy (coâng 
thöùc (j) trong muïc 1.8) khi xem caùc bieân taám laø töïa:  

4
0

5 5
1,3,5,...

4 tanh 2 2 21 sin 1 cosh sinh
2cosh 2cosh

m m m m m

m m m

p a y ym x m yw
D m a a a a

α α α α απ π
π α α

∞

=

⎡ ⎤+
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  (a) 

 Deã thaáy goùc xoay (hay ñoä doác) cuûa maët voõng taïi caïnh 
2
by =  laø:  

  ( )
3

0
4 4

1,3,5,...
2

2 1 sin tanh 1 tanhm m m m
b my

p aw m x
y D m a

π α α α α
π

∞

==

⎛ ⎞∂ ⎡ ⎤= − +⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂⎝ ⎠
∑  (b) 

 • Coøn trong tröôøng hôïp 4 bieân töïa naøy chòu momen phaân boá treân 2 bieân y b= ±  thì ñoä 

doác cuûa maët voõng (hay goùc xoay cuûa taám) taïi caïnh 
2
by =  deã daøng tìm ñöôïc töø coâng thöùc (g) 

trong muïc 1.9 nhö sau:  

  ( )2

1,3,5,...
2

sin
tanh tanh 1

2 m m m m m
mby

m x
w a a E
y D m

π

α α α α
π

∞

==

⎛ ⎞∂
⎡ ⎤− = − − −⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂⎝ ⎠

∑  (c) 
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 Nhö ñaõ noùi ôû treân, töø ñieàu kieän: 1 2

2 2
b by y

w w
y y= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (ñieàu kieän khöû goùc xoay taïi 

ngaøm), ta ruùt ra heä soá cuûa chuoãi taûi troïng momen phaân boá treân bieân baûo ñaûm khöû goùc xoay: 

  
( )
( )

2
0

3 3

tanh 1 tanh4 .
tanh tanh 1

m m m m
m

m m m m

p aE
m

α α α α
π α α α α

− +
=

− −
 (d) 

 Thay giaù trò cuûa Em töø (d) vaøo coâng thöùc (g) trong muïc 1.9, ta tìm ñöôïc w2, töùc laø ñoä 
voõng do momen phaân boá treân bieân ngaøm gaây ra: 

( )
( )

4
0

2 5 5
1

sin tanh 1 tanh2 . . sinh tanh cosh
cosh tanh tanh 1

m m m m
m m

m m m m m m

m x
p a m y m y m yaw

D m a a a

π
α α α α π π πα α

π α α α α α

∞

=

− + ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠
∑

 vaø ñoä voõng cuoái cuøng caàn tính laø: 1 2w w w= +  

1.11. Taám chöõ nhaät coù 3 caïnh töïa vaø 1 caïnh ngaøm:  
 Tìm w baèng caùch keát hôïp caùc keát quaû 
ñaõ coù treân: 1 2w w w= +  
 trong ñoù: w1 laø ñoä voõng cuûa taám bieân 
töïa chòu taûi troïng ngang. 
  w2 laø ñoä voõng cuûa taám bieân 
töïa chòu momen phaân boá taïi 1 caïnh bieân taïi  y

xO a
b

2
by = . Maø momen phaân boá naøy coù giaù trò ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän khöû goùc xoay taïi caïnh 

bieân 
2
by =  hay cuï theå:  

 2 1

2 2
b by y

w w
y y= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 trong ñoù: w1 söû duïng coâng thöùc (j) trong muïc 1.8. (khi löïc ngang laø phaân boá ñeàu). 
      w2 söû duïng coâng thöùc (k) trong muïc 1.9.4 (khi löïc ngang laø phaân boá ñeàu). 
 Töø ñieàu kieän naøy xaùc ñònh ñöôïc heä soá Em cuûa chuoãi taûi troïng momen phaân boá treân 

bieân: ( )
1,3,5,...

sin
bieâny m

m

m xM f E
a
π∞

=

= = ∑  

1.12. Caùc phöông trình cô baûn cuûa taám troøn chòu uoán:  
 Vôùi taám troøn thì roõ raøng söû duïng heä toïa ñoä cöïc laø tieän lôïi hôn caû. Khi ñoù, caùc thaønh 
phaàn bieán daïng, chuyeån vò vaø noäi löïc ñöôïc bieåu dieãn treân heä truïc toïa ñoä naøy nhö sau:  

rM

Q

rM θ

Qθ
r

θM r

x

yz

x

y

x

y θ
rdθ r

 
 Trong heä toïa ñoä cöïc, haøm ñoä voõng vaø taûi troïng seõ laø haøm cuûa bieán r & θ:  
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( )

( )
,

,z z

w w r

p p r

θ

θ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

 Coâng thöùc quan heä giöõa toïa Decac vaø toïa ñoä cöïc:  

  
cos
sin

x r
y r

θ
θ

=⎧
⎨ =⎩

  vaø  

2 2

arctan

r x y

y
x

θ

⎧ = +
⎪
⎨ ⎛ ⎞=⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩

 

  ⇒ 
cos

sin

r
x
r
y

θ

θ

∂⎧ =⎪∂⎪
⎨∂⎪ =

∂⎪⎩

 vaø  

1 sin

1 cos

x r

y r

θ θ

θ θ

∂⎧ = −⎪ ∂⎪
⎨∂⎪ =

∂⎪⎩

 

 Toaùn töû ∇2 trong heä toïa ñoä cöïc laø:  

  
2 2

2
2 2 2

1 1
r r r r θ

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
 

 Ñeå daãn tôùi daïng treân, chæ caàn chuù yù raèng: ( ) ( ), , ,w w r x y x yθ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

  1. . cos sinw w r w w w
x r x x r r

θ θ θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 ⇒ 
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

sin cos sin sin cos sincos 2 2w w w w w w
x r r r r r r r

θ θ θ θ θ θθ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 Töông töï, ta tìm ñöôïc: ( )
2

2 ,w r
y

θ∂
∂

 

 Roài thay vaøo: 
2 2

2
2 2

w ww
x y

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
 

 Vaäy, phöông trình vi phaân chuû ñaïo cuûa taám troøn chòu uoán trong heä toïa ñoä cöïc laø:  

  
2 2 2 2

4
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 zpw w
r r r r r r r r Dθ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + + + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 (1.18) 

 Caùc thaønh phaàn noäi löïc ñöôïc bieåu dieãn qua w trong heä toïa ñoä cöïc laø:  

  ( )

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2
2

2 2 2

2 2
2

2 2 2

1 1

1 1

11

1 1

1 1 1 1

r

r

w wM D
r r r r

w w wM D
r r r r

wM D
r r

w w wQ D w D
r r r r r r

w w wQ D w D
r r r r r r

θ

θ

θ

ν
θ

ν
θ

ν
θ

θ

θ θ θ

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + +⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦

⎪ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎪ = − + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∂ ∂⎛ ⎞= − −⎨ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∇ = − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − ∇ = − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

 (1.19) 

 Caùc löïc caét quy ñoåi:  
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( )

( )

2
2

2
2

2

1 1 11

1 11

qñ

qñ

r
r r

r

M wQ Q D w
r r r r r

M wQ Q D w
r r r r r

θ

θ
θ θ

ν
θ θ θ

ν
θ

⎧ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + = − ∇ + −⎪ ⎢ ⎜ ⎟⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎪ = + = − ∇ + −⎢ ⎜ ⎟⎥⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦⎩

 (1.20) 

1.13. Taám troøn chòu uoán ñoái xöùng truïc:  
 Baøi toaùn taám troøn chòu uoán ñöôïc goïi laø ñoái xöùng truïc neáu taûi troïng cuõng nhö ñieàu kieän 
bieân ôû meùp taám khoâng phuï thuoäc goùc cöïc θ. Khi ñoù ñoä voõng cuûa taám seõ khoâng phuï thuoäc vaøo 
goùc cöïc θ vaø seõ chæ laø haøm theo bieán r, töùc laø ( )w w r= . Khi ñoù, phöông trình vi phaân cuûa maët 

trung bình taám seõ laø:  

  
2 2

2 2

1 1
z

d d d w dwD p
dr r dr dr r dr

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

  Hay 
4 3 2

4 3 2 2 3

2 1 1
z

d w d w d w dwD p
dr r dr r dr r dr

⎛ ⎞
+ − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.21) 

 Vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc cuõng vaäy:  

  

2

2

2

2

2

2

1

0

1

0

r

r r

r

d w dwM D
dr r dr

dw d wM D
r dr dr

M M

d d w dwQ D
dr dr r dr

Q

θ

θ θ

θ

ν

ν

⎧ ⎛ ⎞
= − +⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ = − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪⎪ = =⎨
⎪ ⎛ ⎞⎪ = − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪

=⎪
⎪
⎪⎩

 (1.22) 

 Caùc löïc quy ñoåi:  

  
0

qñ

qñ
r rQ Q

Qθ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 (1.23) 

 Phöông trình (1.21) coù theå tìm ñöôïc nghieäm toång quaùt. Ñaây laø phöông trình vi phaân 
khoâng thuaàn nhaát maø nghieäm toång quaùt cuûa noù laø:  
  1w w w= +  
  trong ñoù, w1 laø nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình thuaàn nhaát töông öùng (1.21). 

  
4 3 2

1 1 1 1
4 3 2 2 3

2 1 1 0d w d w d w dw
dr r dr r dr r dr

+ − + =  

 Coù daïng: 2 2
1 1 2 3 4.ln . . .lnw C C r C r C r r= + + +  (1.24) 

 Vaø w  laø 1 nghieäm rieâng cuûa phöông trình (1.21).  
 Ñeå tìm w , ta vieát laïi (1.21) trong daïng:  

  
( )1 1 p rd d d dwr r

r dr dr r dr dr D
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ =⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

 

 Baèng caùch tích phaân tröïc tieáp 4 laàn phöông trình naøy, ta seõ tìm ñöôïc w :  
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  ( )( )0 0 0 0

1 1 1r r r r
w r rp r dr dr dr dr

D r r
⎧ ⎫⎡ ⎤= ⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ ∫ ∫  

 Ví duï:  Vôùi tröôøng hôïp taûi troïng phaân boá ñeàu thì 
4

64
prw

D
=  vaø nghieäm toång quaùt cuûa 

phöông trình (1.21): 
4

2 2
1 2 3 4.ln . . .ln

64
prw C C r C r C r r

D
= + + + +  

1.13.1. Baøi toaùn taám troøn bieân töïa coá ñònh vaø chòu taûi troïng phaân boá ñeàu:  
 Ñeå xaùc ñònh caùc haèng soá tích phaân trong (1.24), ta caàn söû duïng caùc ñieàu kieän bieân sau: 
 • Taïi taâm taám (vôùi r=0) thì ñoä voõng caàn coù giaù trò höõu haïn vì ln 0 = −∞  neân caùc heä soá 
ñöùng tröôùc caùc soá haïng chöùa ln r  phaûi baèng 0, töùc laø: 2 4 0C C= =  

 Khi ñoù, nghieäm (1.24) coù daïng: 
4

2
1 3.64

qrw C C r
D

= + +  

 • Coøn ñoái vôùi bieân taám (khi r=a) thì ñoä voõng vaø Mr caàn baèng 0. Hay:  

  
2

20 0vaør a
r a

d w dww
dr r dr

ν
=

=

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 Töø ñaây, ta coù: 

4
2

1 3

2 3

3 3

0
64
3 2 2 0
16 16

pa C C a
D

pa paC C a
D a D

ν

⎧
+ + =⎪

⎪
⎨ ⎛ ⎞⎪ + + + =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

 Ruùt ra: 

2 2

1

2

3

3 .
1 32 64

3 .
1 32

pa paC
D D
paC

D

ν
ν

ν
ν

⎧ +
= −⎪⎪ +

⎨
+⎪ = −⎪ +⎩

  

 Cuoái cuøng ta coù haøm ñoä voõng w:  

  
( )2 2

2 25
64 1

p a r
w a r

D
ν
ν

− +⎛ ⎞= −⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

 Ñoä voõng lôùn nhaát taïi taâm taám, töùc r=0: 
4

max
5 .
1 64

paw
D

ν
ν

+
=

+
 

 Theo (1.22), ta coù caùc momen trong taám:  

  
( )( )

( ) ( )

2
2 2

2

2
2 2

2

3
16

1 3 1 5
16

r
d w dw pM D a r
dr r dr

dw d w pM D a r
r dr drθ

ν ν

ν ν ν

⎧ ⎛ ⎞
= − + = + −⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ ⎡ ⎤= − + = + − +⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎪ ⎝ ⎠⎩

 

 Vaø caùc giaù trò momen uoán lôùn nhaát taïi taâm taám, töùc r=0:  

  ( )
2

,max ,max 3
16r
paM Mθ ν= = +  

 Taïi bieân, töùc r=a:  

  
( )

2
2

0

1
8

rM
paMθ ν

=⎧
⎪
⎨

= −⎪⎩

 

 Caùc bieåu ñoà momen uoán vôùi ν=0,3 ñöôïc giôùi thieäu trong hình beân. 

x

y

O

2a

maxw

p

Mr
0,088pa2

Mθ

a

20,206pa

pa0,206 2
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1.13.2. Baøi toaùn taám troøn bieân ngaøm vaø chòu taûi phaân boá ñeàu:  

 Töø ñieàu kieän bieân: 
0

0

r a

r a

w

dw
dr

=

=

⎧ =
⎪
⎨

=⎪
⎩

 vôùi 
4

2
1 3.64

paw C C r
D

= + +  

 Ta coù: 

4
2

1 3

3

3

. 0
64

2 . 0
16

pa C C a
D

pa C a
D

⎧
+ + =⎪⎪

⎨
⎪ + =⎪⎩

 

 Töø ñoù: 

4

1

2

3

64

32

paC
D
paC

D

⎧
=⎪⎪

⎨
⎪ = −⎪⎩

 

 Vaø: ( )22 2

64
pw a r
D

= −  

 Ñoä voõng lôùn nhaát taïi taâm taám: 
4

max 64
paw

D
=  (so vôùi tröôøng hôïp bieân töïa thì nhoû hôn 4 

laàn). Söû duïng (1.22), ta coù bieåu thöùc momen uoán trong taám:  

  
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1 3
16

1 1 3
16

r
pM a r

pM a rθ

ν ν

ν ν

⎧ ⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦⎪⎪
⎨
⎪ ⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦⎪⎩

 

 Vaø momen taïi taâm taám khi khi r=0: ( )
2

1
16r
paM Mθ ν= = +  

 Vaø momen uoán treân bieân (öùng vôùi r=a) vaø laø momen max: 

2

2

8

8

r
paM

paMθ ν

⎧
= −⎪⎪

⎨
⎪ = −⎪⎩

 (chæ gaàn 

baèng 60% so vôùi Mmax khi bieân töïa). 
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x

y

O

2a

maxw

p

Mr

pa0,081 2

pa2 Mθ

a

20,125pa

20,081pa
0,038

 

1.13.3. Baøi toaùn taám coù troøn coù loã, bieân ngaøm vaø chòu taûi troïng phaân boá ñeàu:  
 Ñeå xaùc ñònh caùc haèng soá tích phaân trong (1.24), ta söû duïng caùc ñieàu kieän bieân sau:  
 Taïi bieân ngoaøi bò ngaøm (r=a):  

  
0

0

w
dw
dr

=⎧
⎪
⎨

=⎪⎩

 

 Taïi bieân trong töï do (r=b), caàn coù:  

  

2

2

2

2

0

1 0qñ

r

r

d w dwM D
dr r dr

d d w dwQ D
dr dr r dr

ν⎧ ⎛ ⎞
= − + =⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = − + =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

 Töø ñaây, ta coù heä phöông trình: 

  

4
2 2

1 2 3 4

3
2

3 4 4

2 2
2 2

3 4 4 3 4 42 2

4

.ln . . .ln 0
64

2 . 2 . .ln . 0
16
3 2 2 .ln 3 2 2 .ln 0
16 16

4 0
2

pa C C a C a C a a
D

pr C C a C a a C a
D a

pb C pb CC C b C C C b C
D b D b

ab C
D b

ν

⎧
+ + + + =⎪

⎪
⎪

+ + + + =⎪⎪
⎨

⎛ ⎞⎪ − + + + + + + + + =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪ + =⎪⎩

 

x

y

O

2a
p

a

2b

b
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 Giaûi heä phöông trình naøy, ta tìm ñöôïc caùc haèng soá tích phaân roài ñöa vaøo coâng thöùc ñoä 
voõng (1.24), cuoái cuøng ta coù:  

  ( )( )
4

2 2 4 2 21 2 1 2 1 4 ln 8 ln
64
paw k k

D
β ρ ρ ρ β ρ ρ⎡ ⎤= − + − − − + − −⎣ ⎦  

  trong ñoù: 
( ) ( )( )

( ) ( )

2 2
2

2

1 1 1 4 ln
, ,

1 1
r b k
a a

ν β ν β β
ρ β β

ν ν β

− + + +
= = =

− + +
 

 Caùc momen uoán cuõng coù theå tìm ñöôïc töø (1.22). 

1.14. Theá naêng toaøn phaàn:  
 Bieåu thöùc theá naêng toaøn phaàn cuûa taám chòu uoán: 
  Π = U - A  

  trong ñoù:  U laø theá naêng bieán daïng cuûa taám vaø 1
2

T

V
U dVσ ε= ∫  

    A laø coâng cuûa ngoaïi löïc. 
 Cuï theå, theo giaû thieát cuûa Kirchhoff, 0 & 0z zx zyσ γ γ= = =  neân:  

  ( )1
2 x x y y z zV

U dVε ε ε ε ε ε= + +∫  

 Thay caùc bieåu thöùc öùng suaát (1.6) vaø bieán daïng (1.5) vaøo, ta coù:  

  
( ) ( )

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 22

1 2 2 1
2 1V

Ez w w w w wU dV
x y x y x y

ν ν
ν

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥= + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫  

 Coäng vaø tröø 2 soá haïng 
2 2

2 22 w w
x y

∂ ∂
∂ ∂

 vaøo phaàn trong moùc vuoâng roài nhoùm laïi vôùi chuù yù laø 

haøm ñoä voõng chæ laø haøm cuûa bieán x, y neân ta coù:  

  
( ) ( )

2 22 2 2 2 2 2
22

2 2 2 22
2

2 1 .
1

h

hF

Ez w w w w wU dxdy z dz
x y x y x y

ν
ν −

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎢ ⎥= + + − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ ∫  

  Hay: ( )
2 22 2 2 2 2

2 2 2 22 1
2 F

D w w w w wU dxdy
x y x y x y

ν
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎢ ⎥= + + − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫  (1.25) 

  trong ñoù: F laø dieän tích maët trung bình cuûa taám vaø tích phaân ñöôïc thöïc hieän 
treân toaøn boä beà maët cuûa maët trung bình taám. 
 Chuù yù: bieåu thöùc theá naêng bieán daïng cuûa taám coù theå coù daïng goïn hôn trong 1 vaøi 
tröôøng hôïp cuï theå nhö taám coù daïng baát kyø ngaøm suoát chu vi vaø taám chöõ nhaät goái töïa treân toaøn 
bieân. Khi ñoù, theá naêng bieán daïng coù daïng:  

  
22 2

2 22 F

D w wU dxdy
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫  

  Hay: ( )22

2 F

DU w dxdy= ∇∫  (1.26) 

 Coâng ngoaïi löïc trong tröôøng hôïp baøi toaùn taám:  

  
t

nt
z n nF S

M wA wp dxdy Q w M ds
t n

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫  (1.27) 

  trong ñoù: tích phaân thöù I ñöôïc laáy khaép beà maët maët trung bình taám, tích phaân 
thöù II ñöôïc laáy treân phaàn caïnh bieân chòu löïc. 
 Cuoái cuøng, theá naêng toaøn phaàn coù daïng:  
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( )
2 22 2 2 2 2

2 2 2 22 1
2

t

F

nt
z n nF S

D w w w w w dxdy
x y x y x y

M wwp dxdy Q w M dS
t n

ν
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎢ ⎥Π = + + − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
− − + −⎢ ⎥⎜ ⎟

∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

∫ ∫
 (1.28) 

1.15. Phöông phaùp Rayleigh – Ritz: 
 Nhö ñaõ bieát trong giaùo trình ñaøn hoài, phaàn lôùn caùc baøi toaùn hoài ñeàu daãn tôùi vieäc giaûi 
heä phöông trình vi phaân ôû daïng ñaïo haøm rieâng vôùi caùc ñieàu kieän bieân cuï theå ñoái vôùi moãi baøi 
toaùn maø lôøi giaûi chính xaùc nhaän ñöôïc bôûi vieäc “tích phaân tröïc tieáp” caùc phöông trình naøy vaø 
cho thoûa maõn caùc ñieàu kieän bieân döôøng nhö gaëp phaûi khoù khaên veà toaùn hoïc raát lôùn. Ñeán nay 
cuõng chæ coù ñöôïc moät soá baøi toaùn vôùi daïng hình hoïc, taûi troïng vaø ñieàu kieän bieân ñôn giaûn naøo 
ñoù môùi coù lôøi giaûi chính xaùc daïng töôøng minh. Bôûi vaäy caùc phöông phaùp giaûi gaàn ñuùng coù yù 
nghóa quan troïng ñeå khaéc phuïc nhöõng khoù khaên naøy. Caùc phöông phaùp bieán phaân laø nhöõng 
phöông phaùp gaàn ñuùng döïa treân cô sôû caùc nguyeân lyù bieán phaân. Phöông phaùp Rayleigh – Ritz 
laø moät trong nhöõng phöông phaùp bieán phaân döïa treân nguyeân lyù theá naêng toaøn phaàn döøng 
(nguyeân lyù Lagrange). 
 Noäi dung nguyeân lyù: trong taát caû caùc tröôøng hôïp khaû dó ñoäng (töùc thoûa maõn caùc ñieàu 
kieän töông thích vaø ñieàu kieän bieân ñoäng hoïc) thì tröôøng chuyeån vò thöïc (töông öùng vôùi söï caân 
baèng cuûa vaät theå) seõ laøm cho theá naêng toaøn phaàn ñaït giaù trò döøng. Töùc laø:  
  ( ) 0δ δ= − =Π U A  

 Noùi caùch khaùc, theo nguyeân lyù naøy thì tröôøng chuyeån vò khaû dó ñoäng (lieân tuïc vaø thoûa 
maõn ñieàu kieän bieân) vaø laøm theá naêng toaøn phaàn Π cöïc trò seõ chính laø tröôøng chuyeån vò thöïc 
vaø thoûa maõn caùc phöông trình caân baèng. 

1.15.1. Vaän duïng pp Rayleigh – Ritz vaøo giaûi baøi toaùn taám chòu uoán:  
 Theo phöông phaùp naøy, haøm ñoä voõng ( ),w x y  ñöôïc bieåu dieãn gaàn ñuùng nhö toå hôïp 

tuyeán tính cuûa caùc haøm ( ),iw x y  

  ( ) ( ) 1 1 2 2, , ...
n

i i n nw x y C w x y C w C w C w= = + + +∑  (1.29) 

  trong ñoù:  ( ),iw x y  laø caùc haøm khaû dó ñoäng (lieân tuïc & thoûa maõn ñieàu kieän 

bieân cuûa baøi toaùn) vaø ñöôïc cho tröôùc. 
    Ci laø caùc tham soá vaø seõ ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän cöïc trò cuûa 
haøm theá naêng toaøn phaàn Π. 
 Sau khi thay ( ),w x y  vaøo bieåu thöùc theá naêng toaøn phaàn Π vaø thöïc hieän tích phaân ta 

ñöôïc Π laø haøm cuûa caùc tham soá Ci. 
  ( )1 2, ,..., nC C C=Π Π  

 Töø ñieàu kieän cöïc trò cuûa Π ta coù moät heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính:  

  0 0
iC

δ ∂
= ⇔ =

∂
ΠΠ  vôùi i=1, 2, 3, …, n (1.30) 

 Giaûi heä phöông trình naøy, ta ñöôïc caùc Ci (i=1, 2, 3, …, n). 
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1.15.2. Baøi toaùn taám chöõ nhaät bieân ngaøm chòu taûi troïng phaân boá ñeàu: 

x
aO

b
y

 
 Choïn haøm ( ),w x y : 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∑∑

∞ ∞

b
yn

a
xmCyxw

m n
mn

ππ 2cos12cos1),(  (a) 

 Haøm wmn coù daïng: 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

b
yn

a
xmwmn

ππ 2cos12cos1  (b) 

 Thoûa ñieàu kieän bieân:  

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

===
∂

∂
=

===
∂

∂
=

byy
y

ww

axx
x

ww

mn
mn

mn
mn

vaøtaïi

vaøtaïi

00&0

00&0
  

 Thay (a) vaøo bieåu thöùc U:  

  ∫ ∂
∂

+
∂
∂

=
F

dxdy
y
w

x
wDU 2

22

2

2

2

)(
2

  

dxdy
a

xm
b

yn
b
n

b
m

a
xm

a
mCD n

n

y
mn

m

m

ba
2

1
2

2

2

2
2

1
00

2cos12cos
2

cos12cos4
2 ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑∑∫∫

==

πππππ  

  

⎭
⎬
⎫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∑∑∑ ∑∑∑

∑∑

= = = = = =

==

m

m

n

n

m

s

r

r

s

s

n

n
rsrnmsmr

mn

n

n

m

m

CC
b
nCC

a
m

C
b
n

a
m

b
n

a
mabDU

1 1 1 1 1 1
4

4

4

4

2

1
2

2

4

4

4

4

4

4

1

4

22

2332 π

 (c) 

 Thay (a) vaøo bieåu thöùc tìm coâng A:
   

0 0

a b
A pwdxdy= ∫ ∫  (d) 

      
0 0

221 cos 1 cos
a b yx

mn
m n

nmp C dxdy
a b

ππ⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑∫ ∫  

      ∑∑=
n n

mnCqab  

 Vaäy ta tìm ñöôïc: ( )mnCCCCCCCAU ,...,,,,...,,, 232221131211Π=−=Π  
 Xaùc ñònh heä soá Cmn töø ñieàu kieän:  

  
1,2,...

0
1, 2,...mn

m
nC

=⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟=∂ ⎝ ⎠

Π   

 Ta coù:  

( ) ( )

4 4 2 2 4 4
4

4 4 2 2 4 4
1 1

4 3 3 2 2 2 0
n m

mn mr rn
r r
r n r m

m n m n m nD ab C C C pab
a b a b a b

π
= =
≠ ≠

⎧ ⎫
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+ + + + − =⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑ ∑  (e) 
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( ) ( )

4 2 4 4
4 4 2 2 4 4

4
1 1

3 3 2 2 2
4

n m

mn mr rn
r r
r n r m

a a a pam n m n C m C n C
b b b Dπ= =

≠ ≠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑  (f) 

 Vôùi 1 vaøi giaù trò cuûa m & n, töø (f) cho ta 1 heä phöông trình ñaïi soá tuyeán tính ñeå xaùc 
ñònh caùc tham soá Cmn. 
 Ví duï: neáu chæ laáy moät tham soá (m=n=1) thì ñieàu kieän (f) cuï theå seõ laø 1 phöông trình 
ñeå tìm C11. 

 
4 2 4

11 43 3 2
4

a a paC
b b Dπ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 Vaäy: 
4

11 4 24

1.
4

3 3 2

paC
D a a

b b
π

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 Vôùi tröôøng hôïp taám vuoâng caïnh a thì: 
4

11 432
paC
Dπ

=  

 Haøm ñoä voõng: 
4

4

2 2( , ) 1 cos 1 cos
32

pa m x n yw x y
D a b

π π
π

⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 Vôùi ν=0,3 thì: 
4

max 3, 0,014
2 2
a b paw w

Eh
⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (chæ lôùn hôn 1,5% so vôùi keát quaû ñöôïc tính 

khaù daøi doøng bôûi Evans laø 
4

max 30,0138 paw
Eh

= ) 

 • Neáu laáy m=1, 2 vaø n=1, 2 thì ta coù 4 phöông trình ñaïi soá tuyeán tính tìm 4 tham soá 
C11, C12, C21 & C22. 

1.16. Giôùi thieäu veà lyù thuyeát taám daøy MINDLIN – REISSNER: 
 Trong lyù thuyeát taám moûng, vôùi nhöõng giaû thieát Kirchhoff, caùc bieán daïng tröôït γzx vaø 

γzy laø baèng 0. Tuy nhieân, cuõng nhö lyù thuyeát daàm chòu uoán ngang phaúng, khi tæ soá h
a

 (a laø kích 

thöôùc nhoû nhaát cuûa maët trung bình taám) laø khoâng ñuû nhoû thì söï boû qua caùc bieán daïng naøy seõ 
laø khoâng ñaày ñuû vaø khoâng theå boû qua. 
 Ñaàu tieân, Reissner xem raèng caùc goùc xoay cuûa caùc ñoaïn thaúng vuoâng goùc maët trung 
bình trong caùc maët phaúng xz vaø yz, cuøng vôùi haøm ñoä voõng ñöôïc xem nhö nhöõng bieán ñoäc laäp 
trong lyù thuyeát toaùn. Nhöng sau ñoù, Mindlin ñaõ ñôn giaûn hoùa giaû thieát naøy vaø xem raèng caùc 
ñoaïn thaúng phaùp tuyeán naøy tröôùc vaø sau bieán daïng coøn laø thaúng nhöng sau bieán daïng tuy coøn 
thaúng nhöng khoâng coøn vuoâng goùc vôùi maët trung bình cuûa taám. Ngoaøi ra, öùng suaát phaùp σz 
(vuoâng goùc vôùi maët trung bình) vaãn xem nhö boû qua vaø baèng 0 (nhö giaû thieát Kirchhoff). 
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A

B

A'

B'

w
x

∂
∂

Moâ hình Kirchhoff Moâ hình Mindlin - Reissner

∂
∂

x
w

B'

A'

B

A

w
x

∂−
∂

0xzγ >

yθ  =         +
∂
∂

x
w− γ xz

  θ  y

  

 
 Theo giaû thieát Mindlin – Reissner chuyeån vò cuûa taám coù theå bieåu dieãn bôûi:  

  

( )

.
.

,

x

y

u z
v z

w w x y

θ
θ

⎧ =
⎪⎪ = −⎨
⎪ =⎪⎩

 (1.31) 

 Quan heä giöõa caùc momen noäi löïc vôùi bieán daïng ñöôïc vieát trong daïng sau:  

  
1 0

1 0
0 0 1

x

x
y

y

xy
yx

xM
M D

y
M

y x

θ

ν
θ

ν
ν

θθ

⎧ ⎫∂
⎪ ⎪

∂⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎡ ⎤
⎪ ⎪∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥−⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎪ ⎪∂∂

+⎪ ⎪
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

 (1.32) 

 Coøn caùc bieán daïng tröôït:  

  
zx x

zy y

u w w
z x x
v w w
z y y

γ θ

γ θ

∂ ∂ ∂⎧ = + = +⎪ ∂ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂ ∂⎪ = + = +

∂ ∂ ∂⎪⎩

 (1.33) 

 Caùc öùng suaát: 

  
1 0 1 0
0 1 0 1

x
xz xz

yz yz
y

w
xG G
w
y

θτ γ
τ γ θ

∂⎧ ⎫+⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ∂⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎪ ⎪+
∂⎪ ⎪⎩ ⎭

 (1.34) 

 Neáu xem caùc öùng suaát naøy laø phaân boá baäc 2 thì coù theå thaáy:  

  

2

2

2

2

3 41
2

3 41
2

xz x

yz y

z Q
h h

z Q
h h

τ

τ

⎧ ⎛ ⎞
= −⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 (1.35) 

 Vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc trong taám coù daïng:  
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( )1

yx
x

y x
y

yx
xy

M D
x y

M D
y x

M D
y x

θθ ν

θ θν

θθν

⎧ ∂⎛ ⎞∂
= +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪

⎪ ∂⎛ ⎞∂⎪ = +⎨ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ ∂⎛ ⎞∂⎪ = − +⎜ ⎟∂ ∂⎪ ⎝ ⎠⎩

          
x x

y y

wQ KGh
x

wQ KGh
y

θ

θ

⎧ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎪
⎨

⎛ ⎞∂⎪ = +⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎩

 (1.36) 

  trong ñoù:  G laø momen ñaøn hoài tröôït, 
( )2 1

EG
ν

=
+

 

    K laø heä soá ñieàu chænh, 5
6K =  

 Baèng vieäc söû duïng caùc phöông trình caân baèng nhö trong lyù thuyeát Kirchhoff:  

  

0

0

0

xyx
x

xy y
y

yx

MM Q
x y

M M
Q

x y
QQ p

x y

∂⎧∂
+ − =⎪ ∂ ∂⎪

⎪∂ ∂⎪ + − =⎨ ∂ ∂⎪
⎪ ∂∂

+ + =⎪
∂ ∂⎪⎩

 

 Phöông trình vi phaân chuû ñaïo cuûa lyù thuyeát taám daøy mindlin – Reissner coù theå ñöôïc 
vieát ôû daïng sau:  

  

22 2

2 2

2 22

2 2

2 2

2 2

1 1. . 0
2 2

1 1. . 0
2 2

0

yx x
x

y yx
y

yx

wD G
x y x y x

wD G
x y x y y

w wG p
x y x y

θθ θν ν θ

θ θθν ν θ

θθ

⎧ ⎛ ⎞∂∂ ∂− + ∂⎛ ⎞+ + − + =⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠
⎪

⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞∂+ − ∂⎪ + + − + =⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠
⎪ ∂⎛ ⎞∂∂ ∂⎪ + + + + =⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

 (1.37) 

 Caùc ñieàu kieän bieân:  
 Daïng toång quaùt ôû moãi caïnh bieân taám: 
  • Daïng ñoäng hoïc:  , ,n n t tw w θ θ θ θ= = =  

  • Daïng tónh hoïc:  , ,n n nt nt n nM M M M Q Q= = =  
 Cuï theå:  • Caïnh bieân ngaøm:  0, 0, 0n tw θ θ= = =  
   • Caïnh bieân töï do:  0, 0, 0n n ntQ M M= = =  
   • Caïnh töïa töï do:  0, 0, 0n ntw M M= = =  
   • Caïnh töïa coá ñònh:  0, 0, 0n tw M θ= = =  
 Theá naêng toaøn phaàn:  

( )

1
2

y yx x
x xy yF

x x y y z n n n nt ntF F S

M M M dxdy
x y x y

w wQ Q dxdy wp dxdy Q w M M dS
x y

θ θθ θ

θ θ θ θ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂
Π = + + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ + + + − − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

∫ ∫ ∫
  (1.38) 
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 ÔÛ ñaây, w, θx vaø θy xem nhö caùc bieán ñoäc laäp. Khi ,x y
w w
x y

θ θ∂ ∂
= − = −

∂ ∂
 thì bieåu thöùc 

treân trôû veà daïng nhö taám moûng (theo giaû thieát cuûa Kirchhoff). 

1.17. Taám bò uoán do taùc duïng ñoàng thôøi cuûa taûi troïng ngang vaø löïc trong 
maët phaúng taám:  

 Nhö ñaõ bieát trong giaùo trình lyù thuyeát ñaøn hoài, döôùi taùc duïng cuûa taûi troïng song song 
maët phaúng taám, trong taám chæ toàn taïi caùc löïc maøng (caùc löïc song song maët phaúng taám): Nx, Ny 
vaø Nxy. Khi taám chòu caû taûi troïng ngang thì taám bò voõng. Neáu ñoä voõng laø nhoû thì coù theå xem 2 
loaïi taûi troïng naøy gaây ra caùc hieäu öùng ñoäc laäp nhau vaø khi naøy, baøi toaùn coù theå taùch thaønh 2 
baøi toaùn ñoäc laäp vaø keát quaû laø vieäc coäng taùc duïng moät caùch ñôn giaûn. 
 Tuy nhieân, khi ñoä voõng khoâng laø beù thì roõ raøng caùc löïc maøng cuõng laøm vieäc uoán taám 
bôûi taûi troïng ngang bò aûnh höôûng, phöông trình vi phaân chuû ñaïo cuûa baøi toaùn cuõng khaùc ñi khi 
keå tôùi hieäu öùng naøy cuûa caùc löïc maøng. 
 Ta giaû thieát raèng ñoä voõng w vaãn coøn ñuû nhoû ñeå caùc giaû thieát Kirchhoff coøn ñuùng vaø ñuû 
lôùn ñeå cho tích soá cuûa löïc maøng hay ñaïo haøm cuûa noù vôùi ñaïo haøm cuûa w laø coù ñoä lôùn cuøng 
baäc vôùi ñaïo haøm cuûa löïc caét Qx & Qy. Vôùi giaû thieát naøy, ta seõ thaáy raèng caùc öùng suaát do uoán, 
caùc momen vaø löïc caét vaãn coøn ñöôïc xaùc ñònh bôûi caùc coâng thöùc (1.6) vaø (1.9). 
  Khaûo saùt söï caân baèng cuûa 1 phaân toá taám coù dieän tích dxdy vôùi chuù yù laø caùc noäi löïc 
do uoán seõ khoâng coù maët trong caùc phöông trình hình chieáu leân phöông x, y neân ta chæ caàn xeùt 
ñoái vôùi caùc löïc maøng nhö hình veõ.  
 • Xeùt toång hình chieáu cuûa caùc löïc leân 
phöông x:  

 + Vôùi caëp löïc & x
x x

NN dy N dx dy
x

∂⎛ ⎞+⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 thì 

hình chieáu leân phöông x seõ laø:  

cos cosx x
x x

N NN dx dy N dy dxdy
x x

α α∂ ∂⎛ ⎞ ′+ − ≈⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

 (Vì α vaø α’ nhoû neân cosα≈1, cosα’≈1 bôûi: 

•• 
2

2 21cos 1 sin 1 sin ... 1 ...
2 2

αα α α= − = − + = − +  

•• α nhoû neân 
2

2
α  laø VCB baäc cao neân cosα≈1) 

 + Töông töï vôùi caëp löïc: 

& yx
yx yx

N
N dx N dy dx

y
∂⎛ ⎞

+⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 coù hình chieáu leân 

phöông x laø: yxN
dxdy

y
∂

∂
  

dx
dy x

x
NN
x

∂+ ∂
dx

dx
∂+ ∂
x

N N
xy

xy

x

y

Nx

Ny

yxN

y
y

NN
y

∂+
∂

dy
yx

yx
NN
y

∂+
∂

dy

xyN

x

z
  

α

α

xN

dx
∂

+ ∂N N
x

x

x

 Vaäy toång hình chieáu caùc löïc leân phöông x laø baèng 0 vaø ta coù:  

  0yxx NN
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
 (a) 

  Töông töï, töø ΣY=0 coù: 0xy yN N
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (b) 

 Baây giôø xeùt toång hình chieáu caùc löïc leân phöông z: 
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  + Hình chieáu leân phöông z do caùc caëp löïc & x
x x

NN dy N dx dy
x

∂⎛ ⎞+⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 seõ laø: 

   sin sinx
x x

NN dy N dx dy
x

α α∂⎛ ⎞ ′− + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (c) 

  Vì α nhoû neân sin w
x

α α ∂
≈ =

∂
 

  Vì dx
x
αα α ∂′ = +

∂
 cuõng laø nhoû neân: 

2

2sin w wdx dx
x x x
αα α α ∂ ∂ ∂′ ′≈ = + = +

∂ ∂ ∂
 

  Vaäy bieåu thöùc (c) seõ laø:  

  
2 2

2 2
x x

x x x
N Nw w w w wN dy N dx dy dx N dxdy dxdy

x x x x x x x
⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− + + + = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

   (ÔÛ ñaây, caùc VBC baäc cao ñöôïc boû qua) 

   + Töông töï, hình chieáu leân phöông z cuûa caëp löïc & y
y y

N
N dx N dy dx

y
∂⎛ ⎞

+⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 laø: 

   
2

2
y

y

Nw wN dxdy dxdy
y y y

∂∂ ∂
+

∂ ∂ ∂
 

  + Tìm hình chieáu leân phöông z cuûa caëp löïc & xy
xy xy

N
N dy N dx dy

x
∂⎛ ⎞

+⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

  Xeùt hình veõ döôùi ta nhaän thaáy raèng: Do uoán, ñieåm O coù ñoä voõng w → O’ 

       Ñieåm B coù ñoä voõng ww dy
y

⎛ ⎞∂
+⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 → B’ 

dx

dy w

x

y

w
y

∂
∂Nxy

xy
xy

NN
x

∂+
∂

dx

x∂∂
∂

y
w(   )∂

∂
x

+w
y

∂
∂

O'B

O A

C'

B'

A'

 
  Do ñoù, ñoaïn O’B’ bò xoay xuoáng 1 goùc laø w

y
∂
∂

 so vôùi truïc y. Töông töï vaäy thì 

ñoaïn AC cuõng di chuyeån tôùi A’C’ vaø A’C’ bò nghieâng ñi goùc 
2w w dx

y x y
⎛ ⎞∂ ∂

+⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 so vôùi truïc y. 

  Vaäy hình chieáu cuûa caëp löïc naøy leân phöông z laø:  

 
2 2

xy xy
xy xy xy

N Nw w w w wN dy N dx dy dx N dxdy dxdy
x x y x y x y x y

∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + + = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(ÔÛ ñaây, ta cuõng boû qua VBC baäc cao 2xyN
dx dy

x
∂

∂
) 
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  + Töông töï, vôùi caëp löïc & yx
yx yx

N
N dx N dy dx

y
∂⎛ ⎞

+⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 coù hình chieáu leân phöông z 

   
2

yx
xy

Nw wN dxdy dxdy
x y x x

∂∂ ∂
+

∂ ∂ ∂ ∂
 

  + Hình chieáu cuûa löïc caét treân caùc caïnh phaân toá vaø löïc phaàn boá p ñaõ bieát ôû muïc 
1.4 tröôùc ñaây:  
  Vaäy töø ΣZ=0, ta coù phöông trình:  

2 2 2

2 2 2 0y yx xy yx x
x y xy

Q N N NQ Nw w w w wp N N N
x y x y x y x y x x y y

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (d) 

 Thay (a) vaø (b) vaøo (d) ta thaáy 2 soá haïng cuoái laø baèng 0. Vì caùc öùng suaát do löïc song 
song maët phaúng taám laø phaân boá ñeàu theo chieàu daøy taám neân khoâng gaây ra momen treân meùp 
phaàn töû ñang xeùt neân caùc phöông trình toång momen cuõng gioáng ôû 1.4. Vaø cuõng bôûi vaäy baèng 
caùc quan heä naøy vaø laøm töông töï, cuoái cuøng phöông trình caân baèng hình chieáu theo phöông z 
coù daïng:  

  
4 4 4 2 2 2

4 2 2 4 2 2

12 2x y xy
w w w w w wp N N N

x x y y D x y x y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + = + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (1.39) 

 Ñaây laø phöông trình vi phaân chuû ñaïo cuûa taám moûng döôùi taùc duïng ñoàng thôøi cuûa taûi 
troïng ngang vaø taûi troïng trong maët phaúng taám. 
 Thí duï: Xeùt taám chöõ nhaät bieân töïa döôùi taùc duïng ñoàng thôøi cuûa löïc ngang phaân boá ñeàu 
vaø chòu keùo ñeàu bôûi Nx=const. Khi ñoù, ta coù: 0const, x y xyN N N= = = . Söû duïng haøm ñoä voõng 

( ),w x y  nhö ôû muïc 1.7 (daïng nghieäm Navier). 

  ( )
1,3,5,... 1,3,5,...

, sin sinmn
m n

m x n yw x y A
a b
π π∞ ∞

= =
= ∑ ∑  

 Taûi troïng p ñöôïc khia trieån daïng chuoãi Furier:  

  0
2

1,3,5,... 1,3,5,...

16 1 sin sin
.m n

p m x n yp
m n a b

π π
π

∞ ∞

= =

= ∑ ∑  

 Ñöa vaøo phöông trình vi phaân taám:  

  
4 4 4 2

0
4 2 2 4 2 2

1,3,5,... 1,3,5,...

16 12 sin sin
.

x

m n

N pw w w w m x n y
x x y y D x m n a b

π π
π

∞ ∞

= =

∂ ∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∑ ∑  

 Cuoái cuøng ta tìm ñöôïc: 

  

0
2 22 2

6
2 2 2 2

16 ,

0 ,

vôùi leû

vôùi chaün

mn

x

mn

pA m n
N mm nD mn

a b D a

A m n

π
π

⎧ =⎪ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎨
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦

⎪ =⎩

 

 Vaäy: ( ) 0
6 2 22 21,3,5,... 1,3,5,...

2 2 2 2

16 1, sin sin
m n

x

p m x n yw x y
D a bN mm nmn

a b D a

π π
π

π

∞ ∞

= =

=
⎡ ⎤⎛ ⎞

+ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑  (1.40) 

 Deã thaáy raèng: Neáu Nx>0 (keùo) thì ñoä voõng giaûm 
   Neáu Nx<0 (neùn) thì ñoä voõng taêng 
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1.18. OÅn ñònh cuûa taám chöõ nhaät bieân töïa chòu neùn ñeàu:  
 Cuõng nhö caùc baøi toaùn Euler veà oån ñònh cuûa 1 
thanh chòu neùn, taám moûng khi chòu neùn coøn laø phaúng 
vaø traïng thaùi caân baèng laø oån ñònh khi Nx coøn nhoû hôn 
moät giaù trò tôùi haïn naøo ñoù, nhöng khi Nx vöôït quaù 
giôùi haïn naøy thì traïng thaùi caân baèng phaúnng cuûa taám 
laø khoâng oån ñònh. Khi maát oån ñònh taám bò cong ñi. x

xN

a

b

O

xN

y

 Xeùt taám chöõ nhaät töïa 4 caïnh chòu neùn ñeàu bôûi Nx=const, Ny=Nxy=p=0. 
 Do taám bò cong , söû duïng phöông trình vi phaân chuû ñaïo (1.39) vôùi chuù yù laø thay Nx bôûi 
–Nx, ta coù:  

  
2

4
2 0x
wD w N

x
∂

∇ + =
∂

 (a) 

 Ñeå caùc ñieàu kieän bieân ñöôïc thoûa maõn, ta laáy:  

  ( )
1 1

, sin sinmn
m n

m x n yw x y A
a b
π π∞ ∞

= =
= ∑∑  (b) 

 Sau khi thay bieåu thöùc haøm ñoä voõng w daïng (b) vaøo (a), ta coù:  

  
24 4 2

4 2
4 4 2

1 1
0sin sinx mn

m n

m n mD N A
a b a

m x n y
a b

π π π π∞ ∞

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥+ − =⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑  (c) 

 Phöông trình (c) thoûa maõn vôùi moïi (x,y) ∈ F vaø khoâng nhaän nghieäm taàm thöôøng (w=0) 
khi vaø chæ khi:  

  
24 4 2

4 2
4 4 2

1,2,...
0

1,2,...
vôùi

x

mm n mD N
na b a

π π
∀ =⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎝ ⎠⎝ ⎠
 (d) 

 Hay: 

24 4
2

24 4 2 2

2 2

2

x

m nD
a b D mb n aN
m b a mb
a

π
π

⎛ ⎞
+⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.41) 

 Ñieàu naøy coù yù nghóa laø khi Nx ñaït ñeán giaù trò xaùc ñònh bôûi (1.41) thì Amn vaø do ñoù laø caû 
ñoä voõng w laø khaùc 0, töùc laø taá,m ñaõ maát oån ñònh. 
 • Giaù trò (1.41) cuõng coù theå ñaït ñöôïc baèng caùch xeùt kyõ (1.40) ôû baøi treân. Khi ñoù, do löïc 
neùn Nx neân caàn thay giaù trò cuûa Nx trong (1.40) baèng –Nx. Khi Nx ñaït ñeán giaù trò cho bôûi 
(1.41) thì maãu soá cuûa soá haïng trong (1.40) laø baèng 0 vaø neáu p0 laø khaùc 0 thì w trôû thaønh khoâng 
xaùc ñònh. YÙ nghóa vaät lyù cuûa ñieàu naøy laø vôùi taûi troïng ngang raát nhoû naøo ñoù thì taám cuõng seõ 
coù ñoä voõng lôùn. Hay noùi caùch khaùc traám ñaõ bò maát oån ñònh. 
 Töø (1.41) ta seõ thaáy raèng giaù trò cuûa Nx laø nhoû nhaát neáu n=1. Ñieàu naøy chæ ra raèng: khi 
taám maát oån ñònh, coù theå xuaát hieän vaøi nöûa soùng theo phöông taám chòu neùn nhöng chæ coù daïng 
½ soùng theo phöông vuoâng goùc coøn laïi. Do ñoù, taûi troïng tôùi haïn coù giaù trò laø:  

  
22 2

2 2
cr
x

D mb a DN k
b a mb b
π π⎛ ⎞= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.42) 

  trong ñoù: 
2mb ak

a mb
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 laø heä soá vaø giaù trò cuûa noù phuï thuoäc vaøo m vaø 

tyû soá a
b . 

 Giaù trò cöïc trò cuûa cr
xN  xaåy ra khi:  
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2

22

2 11 0
cr
xdN D mb a

mb b a mb mbd
a a

π
⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎢ ⎥= + − =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  töùc laø khi 1mb
a

=  (e) 

 Thay (e) vaøo bieåu thöùc k vaø deã thaáy raèng k=4 

 Vaäy giaù trò nhoû nhaát cuûa cr
xN  laø: ( )

2

2min

4cr
x

DN
b

π
=  (1.43) 

 Vì m chæ nhaän giaù trò nguyeân neân:  
  + Neáu taám laø vuoâng 1a

b =  thì m=1. Daïng maát oån ñònh coù daïng nöûa soùng hình 

sin trong caû 2 phöông. 
  + Neáu taám laø hình chöõ nhaät 2a

b =  thì m=2. Theo phöông neùn, taám bò cong 

daïng 2 nöûa soùng hình sin. 
 Neáu tæ soá b

a  khoâng nguyeân, do m laø nguyeân neân giaù trò taûi troïng tôùi haïn seõ lôùn hôn 

giaù trò cho bôûi (1.43). Khi ñoù, giaù trò löïc tôùi haïn ñöôïc xaùc ñònh theo (1.42) laø:  

  
2

2
cr
x

DN k
b
π

=  (f) 

  vôùi  
2mb ak

a mb
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  Hay:  

2

22 2

2 2

1
a

m mbk m
m m ma

b

β β
β β

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎝ ⎠⎢ ⎥= + = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎝ ⎠
⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  Hay:  
4

2 2
2 2

1 2k m
m
ββ

β
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (g) 

   vôùi  a
b

β =  

 Laàn löôït thay caùc giaù trò nguyeân khaùc nhau cuûa m, ta veõ ñöôïc caùc ñoä thò quan heä giöõa 
k vaø β (töø (g)) nhö hình sau. Roõ raøng vôùi moãi giaù trò cuûa m ta coù moät ñöôøng cong ( )k β . Taïi 

choã giao cuûa 2 ñöôøng cong coù giaù trò m vaø (m+1) roõ raøng xaùc ñònh giaù trò β maø öùng vôùi giaù trò 
naøy taám seõ bò cong daïng m hay (m+1) nöûa soùng sin theo phöông bò neùn. Bôûi vaäy öùng vôùi caùc 
giaù trò β khaùc nhau thì giaù trò k treân ñoà thò laø ñöôøng bao döôùi cuøng. 
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0 1 2 3 4 5 6
0

2

4

6

8

10

 

 
m=1
m=2
m=3
m=4
m=5

k

β

2 6 12
 

 Baây giôø ta seõ xaùc ñònh caùc giaù trò cuûa β (töùc tæ soá a
b ) töông öùng khi ñang maát oång 

ñònh cuûa taám töø m nöûa soùng hình sin sang (m+1) nöûa soùng hình sin (ví duï taïi ñieåm A cuûa ñoà 
thò). Taïi ñieåm naøy, roõ raøng k coù theå xaùc ñònh öùng vôùi giaù trò m vaø cuõng huoäc ñöôøng cong öùng 
vôùi giaù trò (m+1). Vaäy ta coù:  

  ( )
( )

4 4
22 2 2

22 2 2

1 12 1 2
1

m m
m m
β ββ β

β β

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ + = + + +⎢ ⎥⎜ ⎟

+⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
 

 Sau khi ñôn giaûn, ta coù:  
  ( )24 2 1m mβ = +   

  Hay ( )1m mβ = +  

 Vaäy: 

 + Neáu 2 1,41a
b

β = < =  thì daïng maát oån ñònh theo phöông neùn taám laø nöûa soùng sin. 

 + Neáu 2 6 2,45β< < =  thì daïng maát oån ñònh theo phöông neùn taám laø 2 nöûa soùng 
sin. 
 + Neáu 6 12 3, 46β< < =  thì daïng maát oån ñònh theo phöông neùn taám laø 3 nöûa soùng 
sin. 

 Trong tính toaùn thöïc teá, ñeå ñôn giaûn, ñoái vôùi taám coù tyû soá 0,7a
b

β = >  thì ngöôøi ta laáy 

luoân k=4. Khi ñoù, sai soá lôùn nhaát ñoái vôùi vieäc xaùc ñònh giaù trò taûi troïng tôùii haïn laø 13% (vaø 
xaåy ra trong khoaûng 0,7 2β< < ). 
 Giôùi haïn söû duïng coâng thöùc (1.42) vaø (1.43):  
 Vì trong caùc coâng thöùc naøy chöùa moñun ñaøn hoài E neân roõ raøng vaät lieäu vaãn laøm vieäc 
trong giai ñoaïn ñaøn hoài. Khi ñoù, döôùi taùc duïng cuûa löïc neùn cr

xN , öùng suaát trong taám laø:  

  
2

2

cr
cr xN Dk

h b h
πσ = =  

  vôùi k=4 thì: 
( ) ( )

22 3 2

2 2 2
4

12 1 3 1
cr

ch
Eh E h

bb h
π πσ

ν ν
σ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟− − ⎝ ⎠

≤  

 Töø ñoù, ta coù: ( )231 1chh
b E

σ ν
π

≤ −  

 Thí duï vôùi theùp thöôøng:  2200ch
MN

mσ =  

     5
22.10 ; 0,3MNE m ν= =  
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  Ta coù: ( )2
5

1 3.200 11 0,3
2.10 60

h
b π

≤ − =  

 Vaäy, vôùi taám baèng theùp thöôøng thì caùc coâng thöùc xaùc ñònh taûi troïng tôùi haïn (1.42) & 

(1.43) ñöôïc duøng khi 1
60

h
b

≤  

1.19. Taám chöõ nhaät bieân töïa, chòu neùn 2 phöông:  
 Xeùt taám chòu neùn theo 2 phöông nhö hình veõ. Coù 
theå xem raèng noäi löïc trong taám goàm:  
  , , 0x y xyN P N P Nα= − = − =  (a) 

 Khi maát oån ñònh, taám bò voõng, phöông trình vi 
phaân cuûa maët trung bình taám (theo coâng thöùc (1.39)) luùc 
naøy coù daïng:  

  
2 2

4
2 2x y
w wD w N N

x y
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

   

x

y

O
b

P P

αP

αP
a

  Hay: 
2 2

4
2 2

w wD w P
x y

α
⎛ ⎞∂ ∂

∇ = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (b) 

 Haøm ñoä voõng ñöôïc vieát trong daïng:  

  sin sinm x n yw C
a b
π π

=  (c) 

  (Deã thaáy raèng (c) thoûa maõn caùc ñieàu kieän bieân taám). 
 Thay haøm ñoä voõng (c) vaøo phöông trình vi phaân (b), ta nhaän ñöôïc: 

 
4 2 2 4 2 2

4 2
4 2 2 4 2 22 sin sin sin sinm m n n m x n y m n m x n yCD CP

a a b b a b a b a b
π π π ππ π α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 Töø ñoù, ta deã daøng tìm ñöôïc giaù trò cuûa löïc P maø noù coù theå giöõ cho taám bò cong: 

  

22 2

2 2
2

2 2

2 2

m n
a b

P D
m n
a b

π
α

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠=
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 Hay ôû daïng sau: 

22
2 2

22 2

2 2 2
2 2

2

am n
bD bP

b a am n
b

π

α

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠=
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 Ñaët a
bβ =  thì:  

2

1 2

DP k
b
π

=  (d) 

    trong ñoù: 
( )

( )

22 2 2

1 2 2 2 2

m n
k

m n

β

β αβ

+
=

+
 (e) 

 Giaù trò tôùi haïn cuûa löïc P töông öùng giaù trò nhoû nhaát cuûa heä soá k1, töùc laø:  

  ( )
2

1 2minth
DP k
b
π

=  (f) 

 Vaø giaù trò cuûa öùng suaát tôùi haïn laø: ( )
2

1 2min
th

th
P Dk
h b h

πσ = =  
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 Tröôøng hôïp taám bò neùn ñeàu theo 2 phöông (töùc α=1) thì:  

  
2 2 2

1 2

m nk β
β
+

=  (g) 

 Deã thaáy laø khi m=n=1 thì seõ cho caùc giaù trò k1 nhoû nhaát, luùc ñoù:  

  ( )
2

1 2min

1k β
β
+

=  chæ phuï thuoäc vaøo β (töùc vaøo tyû soá giöõa chieàu daøi a
b ). Söï phuï 

thuoäc naøy ñöôïc cho ôû hình beân:  

543210

5

4

3

2

1

k1

β

Vôùi taám vuoâng: 1β =  ⇒ ( )1 min
2k =  vaø giaù trò tôùi 

haïn:  

 
2

2

2
th

DP
b

π
=  

(nhoû hôn 2 laàn so vôùi neùn taám theo 2 phöông) 
Vì ( )1 min

1k →  neân khi β  thì löïc tôùi haïn tieán 

tôùi giaù trò: 

 
2

2th
DP
b
π

=  

1.20. Taám dò höôùng chòu uoán:  

1.20.1. Phöông trình vi phaân taám:  
 Giaû söû veà phöông dieän tính ñaøn hoài, vaät lieäu taám coù 3 maët phaúng ñoái xöùng vuoâng goùc 
vôùi nhau hay thöôøng goïi laø vaät lieäu tröïc höôùng. Neáu ñoù laø caùc maët phaúng toïa ñoä thì vôùi traïng 
thaùi öùng suaát cuûa taám (xem raèng σx=0 vaø τxz=τyz=0) thì quan heä giöõa öùng suaát – bieán daïng 
ñöôïc bieåu dieãn tuyeán tính qua 4 haèng soá ñaøn hoài ñoäc laäp (thay vì laø 9 trong tröôøng hôïp vaät 
lieäu tröïc höôùng toång quaùt). 

 Cuï theå: 

.

.
x x x y

y y y x

xy xy

E E

E E

G

σ ε ε

σ ε ε

τ γ

′ ′′⎧ = +
⎪

′ ′′= +⎨
⎪ =⎩

 (a) 

 Giaû thieát taám vaãn tuaân theo caùc giaû thieát Kirchhoff, ta vaãn coù:  

  
2 2 2

2 2; ; 2x y xy
w w wz z z

x y x y
ε ε γ∂ ∂ ∂

= − = − = −
∂ ∂ ∂ ∂

 (b) 

 Thay (b) vaøo (a), ta coù:  

  

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

x x

y y

xy

w wz E E
x y

w wz E E
y x

wGz
x y

σ

σ

τ

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂′ ′′= − +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ ′ ′′= − +⎨ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ ∂⎪ = −

∂ ∂⎪⎩

 (c) 

 Vaø deã thaáy raèng, caùc bieåu thöùc cuûa noäi löïc (momen uoán vaø xoaén): 
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2 2
2

12 2
2

2 2
2

12 2
2

2
2

2

. .

. .

. . 2

h

x x xh

h

y y yh

h

xy xy xyh

w wM z dz D D
x y

w wM z dz D D
y x

wM z dz D
x y

σ

σ

τ

−

−

−

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂
= = − +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪

⎪ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ = = − +⎨ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ ∂⎪ = = −

∂ ∂⎪⎩

∫

∫

∫

 (1.44) 

  trong ñoù: 
33 3 3

1

.. . .; ; ;
12 12 12 12

yx
x y xy

E hE h E h G hD D D D
′′ ′′

= = = =  (d) 

 Khaûo saùt söï caân baèng cuûa phaân toá taám (dx,dy) chòu taûi phaân boá p nhö muïc 1.4. Khi 
thay caùc bieåu thöùc momen cuûa (1.44) vaøo, ta seõ nhaän ñöôïc phöông trình vi phaân cuûa taám dò 
höôùng (tröïc höôùng) nhö sau: 

  
( )

4 4 4

14 2 2 4

4 4 4

14 2 2 4

2 2

: 2 2vôùi:

x xy y

x y xy

w w wD D D D p
x x y y

w w wHay D H D p H D D
x x y y

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + = = +

∂ ∂ ∂ ∂

 (1.45) 

 Cuõng töông töï nhö taám ñaúng höôùng, ta tìm ñöôïc löïc caét theo haøm ñoä voõng w nhö sau:  

  

2 2

2 2

2 2

2 2

x x

y y

w wQ D H
x x y

w wQ D H
y y x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 Tröôøng hôïp ñaëc bieät, neáu taám laø ñaúng höôùng, chæ coøn 2 haèng soá ñaøn hoài ñoäc laäp, ta coù: 

  
( )2 2; ;

1 1 2 1x y
E E EE E E Gν
ν ν ν

′ ′ ′′= = = =
− − +

 

 Vaø suy ra: 
( )

( )

3

2

3 3

1 2 2

.
12 1

.
12 1 1 12 1

x y

xy

E hD D

h E E E hH D D

ν

ν
ν ν ν

⎧
= =⎪ −⎪

⎨
⎛ ⎞⎪ = + = + =⎜ ⎟⎪ − + −⎝ ⎠⎩

 

 Phöông trình vi phaân (1.45) trôû veà daïng ñaõ bieát: D∇4w=p 
 Phöông trình vi phaân (1.45) ñeå nghieân cöùu taám laøm baèng vaät lieäu tröïc höôùng vaø caû 
taám baèng vaät lieäu khoâng ñoàng chaát nhö beâ toâng coát theùp coù ñoä cöùng choáng uoán khaùc nhau 
theo 2 phöông vuoâng goùc. 

1.20.2. Xaùc ñònh ñoä cöùng trong caùc tröôøng hôïp rieâng:  
1) Taám beâ toâng coát theùp:  

 Goïi ES vaø EC laàn löôït laø moñun ñaøn hoài cuûa theùp vaø beâ toâng, ;S
C

C

En
E

ν=  laø heä soá 

poatxong cuûa beâ toâng vaø töø treân coù theå nhaän ñöôïc gaàn ñuùng: C
x y

E
E E

ν
′′

=
′ ′

. 

 Vôùi taám coù coát theùp ñöôïc ñaët giao nhau theo 2 phöông x, y ta coù theå laáy (theo Hubc):  
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( )

( )

2

2

1

1
1

1
1

1;
2

vaø

C
x Cx Sx

C

C
y Cy Sy

C

C
C x y xy x y

x y

ED I n I

ED I n I

D D D D D D

H D D

ν

ν
νν

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦−

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦−
−

= =

⇒ =

 

  trong ñoù:  ICx, ISx laø momen quaùn tính cuûa vaät lieäu taám (beâ toâng) vaø cuûa coát 
theùp ñoái vôùi truïc trung hoøa taïi maët caét x=const. 
    ICy, ISy laø caùc trò soá töông öùng taïi maët caét y=const. 
 Khi ñoù, phöông trình vi phaân coù daïng:  

  
4 4 4

4 2 2 42x x y y
w w wD D D D p

x x y y
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

2) Taám daïng gôïn soùng: Daïng soùng: sin xz f
l

π
=  

f

z l

y

x

x

E, ν laø haèng soá ñaøn hoài cuûa vaät lieäu. 
h laø chieàu daøy taám, s laø chieàu daøi cung ½ soùng. 
Khi ñoù, theo Scydel: 

 

( )

( )

3

2

3

1

.. ;
12 1

.0; 2 .
12 1

x y

xy

l E hD D EI
s

s E hD H D
l

ν

ν

⎧
= =⎪ −⎪

⎨
⎪ = = =⎪ +⎩  

  trong ñoù, laáy gaàn ñuùng:
2 2 2

22

0,811 ; 1
4 2

1 2,5
2

f f hs l I
l f

l

π
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎢ ⎥= + = −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

3) Taám ñöôïc gia coá bôûi nhöõng gôø cöùng caùch ñeàu nhau theo 1 phöông: 

x

x
a 1

h

y

z

Theo Hoppman, Huffingfon, Magress: 

 
( )

( )

3

2

3

2
1

.
12 1

. .
12 1

x

y

E hD H

E h E ID
a

ν

ν

⎧
= =⎪ −⎪

⎨
′⎪ = +⎪ −⎩

 

 vôùi:  E, ν laø caùc haèng soá ñaøn hoài vaät lieäu taám.
  E’ laø momen ñaøn hoài vaät lieäu gôø cöùng. 
  I laø momen quaùn tính cuûa gôø cöùng ñoái vôùi 
truïc ñoái xöùng treân maët caét ngang taám. 

4) Taám ñöôïc gia coá bôûi 2 heä thoáng gôø vuoâng goùc nhau (moãi heä laø caùc gôø cöùng caùch 
ñeàu nhau):  

 Cuõng nhö treân: 
( ) ( ) ( )

3 3 3
1 2

2 2 2
1 1

. . . . .; ;
12 1 12 1 12 1x y

E h E I E h E I E hD D H
b aν ν ν
′ ′

= + = + =
− − −

 

  trong ñoù: I1 laø momen quaùn tính cuûa gôø cöùng theo phöông x laáy vôùi truïc y. 



46  

    b1 laø khoaûng caùch giöõa caùc gôø theo phöông truïc y. 
    I2, a1 laø caùc trò soá töông öùng vôùi caùc gôø gia coá theo phöông y. 

5) Taám gia cöôøng veà moät phía bôûi caùc gôø cöùng caùch ñeàu nhau:  

y

x

x
z a 1

h
t

H Gaàn ñuùng: I laø momen quaùn tính chính cuûa maët caét chöõ 
T coù caùnh roäng a1 vaø α=h/H, thì ta coù:  

( )
3

1
13

1 11

.; ; 0;
212x y xy xy

Ea h E I cD D D D D
a aa t tα

′= = = = +
− +

 

trong ñoù:  xyD′  laø ñoä cöùng xoaén taám khi chöa coù gôø. 

C laø ñoä cöùng choáng xoaén cuûa 1 gôø.
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2. LYÙ THUYEÁT VOÛ:  

2.1. Moät soá khaùi nieäm cuûa lyù thuyeát maët cong:  

2.1.1. Phöông trình maët cong:  
 Phöông trình 1 maët cong coù theå cho trong caùc daïng sau (trong heä toïa ñoä vuoâng goùc): 
 + Daïng khoâng töôøng minh: F(x,y,z)=0 
 + Daïng töôøng minh: z=z(x,y) 

 + Daïng tham soá: 
( )
( )
( )

,

,

,

x x u v

y y u v

z z u v

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

 

 Tröôøng hôïp thoâng thöôøng, trong thöïc teá, ta xeùt 1 maët cong trong heä toïa ñoä vuoâng goùc 
vaø ñöôïc xaùc ñònh bôûi phöông trình: ( ),z z x y=  

O

z=z(x,y)
P(x,y,z)

x

y

z

 

Taïi ñieåm P baát kyø thuoäc maët cong, caùc ñaïo haøm baäc I vaø baäc II 
cuûa haøm maët cong coù yù nghóa quan troïng trong vieäc lyù thuyeát 
maët cong. Theo caùch kyù hieäu Euler chuùng seõ laø:  

 
x

y

zp Z
x
zq Z
y

∂⎧ = =⎪ ∂⎪
⎨ ∂⎪ = =

∂⎪⎩

 

 Vaø caùc ñaïo haøm baäc II laø:  

  

2

2

2

2

2

xx

xy

yy

zr Z
x

zs Z
x y
zt Z

y

⎧ ∂
= =⎪

∂⎪
⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎪
∂⎪⎩

 

2.1.2. Maët phaúng tieáp xuùc vaø phaùp tuyeán maët cong:  
 Caùc tieáp tuyeán cuûa caùc ñöôøng cong ñi qua ñieåm P baát kyø thuoäc maët cong seõ ñeàu naèm 
trong 1 maët phaúng xaùc ñònh. Ñoù laø maët tieáp xuùc cuûa maët cong taïi ñieåm P. 

z

x

O

P

n

y

 

Phöông trình cuûa maët tieáp xuùc naøy laø: 
 ( ) ( ) 0p x q y zξ η ζ− − − − + − =  

 trong ñoù: x, y, z laø toïa ñoä cuûa ñieåm P thuoäc maët cong. 
      ξ, η, ζ laø toïa ñoä ñieåm baát kyø cuûa maët phaúng 
tieáp xuùc. 
Phaùp tuyeán maët cong taïi ñieåm P laø phaùp tuyeán cuûa maët phaúng 
tieáp xuùc vôùi maët cong ñi qua P. 

 Cosin chæ phöông cuûa vectô phaùp tuyeán naøy:  



48  

  

2 2

2 2

2 2

cos
1

cos
1

1cos
1

x

y

z

n p
n p q

n q
n p q

n
n p q

α

β

γ

⎧ −
= =⎪

+ +⎪
⎪ −⎪ = =⎨

+ +⎪
⎪ −⎪ = =
⎪ + +⎩

   

y

z

x

O

dF

λdF

 

2.1.3. Caùc thieát tuyeán vaø baùn kính cong cuûa chuùng: 

n

Rϕϕn
Rn

e

Cho ñieåm P baát kyø thuoäc maët 
cong vaø tieáp tuyeán e qua P. Giaû 
söû tieáp tuyeán e coù cosin chæ 
phöông laø (a,b,c). Xeùt 1 maët 
phaúng baát kyø chöùa tieáp tuyeán e. 
Giao tuyeán cuûa maët phaúng naøy 
vôùi maët cong laø 1 ñöôøng cong 
phaúng ñöôïc goïi laø thieát tuyeán 
nghieâng. Ñoä cong taïi P cuûa 
ñöôøng cong phaúng naøy laø:  

2 2

2 2

1 2
cos 1
ra sab tbG

R p q
ϕ

ϕ ϕ
+ +

= =
+ +

  

trong ñoù: ϕ laø goùc nghieâng taïo 
bôûi phaùp tuyeán maët cong n vaø 
phaùp tuyeán cuûa ñöôøng cong 
(thieát tuyeán nghieâng) ñang xeùt 
cuõng taïi P. 

 Trong voâ soá maët phaúng chöùa thieát tuyeán e coù 1 maët phaúng vöøa chöùa e vaø vöøa chöùa caû 
phaùp tuyeán n cuûa maët cong. Giao tuyeán cuûa maët phaúng naøy vôùi maët cong cho ta thieát tuyeán 
thaúng goùc (hay thieát tuyeán phaùp). 
 Baùn kính cong cuûa thieát tuyeán thaúng goùc vaø caùc thieát tuyeán nghieâng coù quan heä vôùi 
nhau theo ñònh lyù Meusnier nhö sau:  
  cosnR Rϕ ϕ=  

  trong ñoù: Rϕ laø baùn kính cong cuûa thieát tuyeán nghieâng. 
    Rn laø baùn kính cong cuûa thieát tuyeán thaúng goùc. 
    ϕ laø goùc nghieâng giöõa caùc maët phaúng cuûa 2 thieát tuyeán naøy. 

2.1.4. Baùn kính cong cuûa thieát tuyeán thaúng goùc:  
 ÖÙng vôùi moät tieáp tuyeán e cho tröôùc, roõ raøng toàn taïi thieát tuyeán thaúng goùc coù baùn kính 
cong ñöôïc tính qua coâng thöùc:  

  
2 2

2 2

1 2
1

n
n

ra sab tbG
R p q

+ +
= =

+ +
 (trong tröôøng hôïp naøy ϕ=0 ⇒ cosϕ=1) 

 Nhö vaäy, khi thieát tuyeán e quay xung quanh phaùp tuyeán n cuûa maët cong taïi P (töùc laø 
khi maët phaúng cuûa thieát tuyeán quay xung quanh phaùp tuyeán n) thì ta nhaän ñöôïc caùc giaù trò 

2 21 p qλ = + + : ñoä ño cuûa maët cong 
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khaùc nhau cuûa baùn kính cong cuûa caùc thieát tuyeán thaúng goùc. Quyõ tích cuûa giaù trò caùc baùn kính 
cong naøy laø moät ñöôøng cong baäc II (ñöôøng cong Depin) maø ñöôøng cong naøy seõ laø:  
  + 1 ñöôøng Ellip khi P laø 1 ñieåm elliptic. 
  + 1 ñöôøng Hyperbol khi P laø 1 ñieåm hyperpolic. 
  + 1 ñöôøng Parabol khi P laø 1 ñieåm parabolic. 
 Töùc laø tuøy thuoäc vaøo daáu cuûa ñònh thöùc:  

  2r s
A rt s

s t
= = −  

1

2

(A>0) (A=0)

R1

R
R2

α
1

2

α1R
R

Ñieåm elliptic Ñieåm parabolic

P

1M

2M

P
α 2R

R

1R

Ñieåm hyperbolic

(A<0)

1

P
2

21

M1

M2

 
 Caùc ñöôøng cong Dupin luoân toàn taïi 2 truïc chính maø töông öùng vôùi chuùng laø 1 phöông 
cuûa caùc tieáp tuyeán öùng vôùi thieát tuyeán thaúng goùc coù baùn kính cong ñaït giaù trò max vaø min. 
Caùc thieát tuyeán naøy ñöôïc goïi laø caùc thieát tuyeán chính. Caùc maët phaúng cuûa 2 thieát tuyeán chính 
vuoâng goùc nhau. Giaù trò baùn kính töông öùng cuûa caùc thieát tuyeán chính ñöôïc goïi laø baùn kính 
cong chính, kyù hieäu laø R1, R2. 
 Neáu bieát caùc giaù trò baùn kính cong chính R1, R2 thì coù theå tìm ñöôïc giaù trò baùn kính 
cong cuûa thieát tuyeán thaúng goùc Rα neáu bieát goùc nghieâng α giöõa maët phaúng ñang xeùt vaø maët 
phaúng chöùa thieát tuyeán chính. 

  + Tröôøng hôïp caùc ñieåm laø elliptic vaø hyperbolic thì: 
2 2

1 2

1 cos sin
R R Rα

α α
= +  

  + Tröôøng hôïp caùc ñieåm Parabolic thì: 
2

1

1 cos
R Rα

α
=  

 Chuù yù: • Xuaát phaùt töø coâng thöùc xaùc ñònh baùn kính cong cuûa caùc thieát tuyeán thaúng goùc 
ngöôøi ta ñöa ra coâng thöùc xaùc ñònh caùc baùn kính cong chính vaø töø ñoù caû coâng thöùc xaùc ñònh 
cosin chæ phöông cuûa tieáp tuyeán maët cong töông öùng caùc thieát tuyeán chính.  
  • Ngoaøi ra, lieân quan tôùi baùn kính cong chính naøy, ngöôøi ta coøn ñöa ra caùc khaùi 
nieäm sau:  

   + Ñoä cong trung bình: 
( ) ( )

( )

2 2

3
2 2 21 2

1 2 11 1 1
2 2 1

tb

q r pqs p t
G

R R p q

+ − + +⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠ + +
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   + Ñoä cong Gauss: 
( )

2

22 2
1 2

1 1.
1

G
rt sG

R R p q

−
= =

+ +
 

   Vaø ñoä cong Gauss seõ xaùc ñònh ñaëc tính cuûa ñieåm ñang khaûo saùt laø:  
    ++ Ñieåm elliptic neáu GG>0 
    ++ Ñieåm hyperbolic neáu GG<0 
    ++ Ñieåm parabolic neáu GG=0 

2.1.5. Caùc ñöôøng ñoä cong: (Lines of curvature) 
 • Caùc ñöôøng ñoä cong laø caùc ñöôøng cong treân maët cong maø taïi moïi ñieåm cuûa noù ñöôøng 
cong naøy tieáp xuùc vôùi 1 thieát tuyeán chính. 
 • Ngöôøi ta cuõng ñaõ chæ ra raèng: laø moïi ñieåm treân maët cong luoân coù 2 ñöôøng ñoä cong ñi 
qua vaø chuùng vuoâng goùc nhau. 
 Ví duï: Treân maët caàu, caùc ñöôøng kinh tuyeán vaø vó tuyeán laø caùc ñöôøng ñoä cong vaø ta luoân 
luoân chæ ra ñöôïc 2 ñöôøng kinh tuyeán vaø vó tuyeán vuoâng goùc nhau ñi qua 1 ñieåm cho tröôùc naøo ñoù.  

2.1.6. Phaân loaïi keát caáu voû:  
 Thöôøng söû duïng ñoä cong Gauss ñeå phaân loaïi keát caáu voû:  

1) Voû coù ñoä cong Gauss döông (GG>0) xem nhö ñöôïc hình thaønh bôûi 2 truïc ñöôøng 
cong cuøng höôùng. Ví duï caùc maøi voøm caàu (spherical domes), caùc voû elliptic 
paraboloid. 

2) Voû coù ñoä cong Gauss baèng 0 (GG=0) ñöôïc hình thaønh bôûi 1 hoï ñöôøng cong.  Ví duï 
caùc voû truï, voû hình coân. 

3) Voû coù ñoä cong Gauss aâm (GG<0) ñöôïc hình thaønh bôûi 2 hoï ñöôøng cong coù höôùng 
ngöôïc nhau.Ví duï voû hyperbolic paraboloid vaø voû hyperbol troøn xoay. 

1R
R2

R2

R2

1RR =∞1
 

 Quan troïng raèng: hieäu öùng bieân aûnh höôûng laø raát khaùc nhau ñeán caùc daïng voû naøy. 
 + ÔÛ loaïi voû coù ñoä cong Gauss döông, aûnh höôûng cuûa bieân coù xu höôùng giaûm raát nhanh. 
 + ÔÛ loaïi voû coù ñoä cong Gauss aâm, aûnh höôûng cuûa bieân lan raát roäng trong phaïm vi voû. 

2.2. Lyù thuyeát voû maøng (voû phi momen):  

2.2.1. Caùc giaû thieát cô baûn trong lyù thuyeát voû maøng: 
 Trong lyù thuyeát voû phi momen, ngöôøi ta thöøa nhaän caùc giaû thieát sau:  
 • Vaät lieäu voû laø ñaúng höôùng vaø tuaân theo ñònhluaät Hooke. 
 • Beà daøy voû laø nhoû sao cho ñoä cöùng uoán boû qua ñöôïc hay noùi caùch khaùc laø ta boû qua 
caùc momen uoán xuaát hieän trong voû. 
 • Caùc öùng suaát trong voû laø phaân boá ñeàu theo chieàu daøy voû vaø hôïp löïc cuûa chuùng laø caùc 
noäi löïc maøng seõ naèm trong maët phaúng tieáp xuùc vôùi maët trung gian cuûa voû taïi ñieåm khaûo saùt. 
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 • Doïc theo bieân voû, caùc phaûn löïc cuõng coù phöông tieáp tuyeán vôùi maët trong khoâng gian 
voû.  
 • Caùc bieán daïng do löïc maøng sinh ra khoâng bò caûn trôû. 
 Taát nhieân trong thöïc teá, khoù coù theå ñaûm baûo taát caû caùc ñieàu kieän naøy ñöôïc thöïc hieän, 
do ñoù lyù thuyeát maøng chæ moâ taû moät heä noäi löïc vôùi möùc ñoä chính xaùc coù giôùi haïn (ñaëc bieät taïi 
vuøng bieân voû). 
 Xeùt voû coù ñoä daøy khoâng ñoåi h. Laáy ra 1 phaân toá coù hình chieáu leân maët phaúng Oxy laø 
chöõ nhaät dxdy. Caùc thieát tuyeán thuoäc caùc maët phaúng song song vôùi caùc maët phaúng toïa ñoä Oxz 
vaø Oyz coù caùc baùn kính cong laø Ry vaø Rx.  

O

x

z

y

dy

dx

Ry
Rx

σyyxτ

xσ

τxydy

dx

dv
v

yΝΝyxxyΝ

Νx

 
 Qua hình treân, deã thaáy raèng:  

  vaøy x

y x

R v R vdy dx
dy R dx R

+ +
= =  

 Treân caùc maët caét naøy coù caùc öùng suaát , & ,x y xy yxσ σ τ τ  maø hôïp löïc cuûa chuùng laø:  

  2 2

2 2

1 . . . 1 .
h h

h hx x x
y

vN dv dy dv
dy R

σ σ
− −

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

 Theo giaû thieát treân, caùc öùng suaát trong voû laø phaân boá ñeàu theo chieàu daøy voû neân:  

  
22

2

2
2

1 . .
2

h
h

hx x x x
hy y

v vN dv v h
R R

σ σ σ
−

−

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= + = + =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∫  

 Töông töï, ta coù:  
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2

2

2

2

2

2

. 1 . .

. 1 . .

. 1 . .

h

hy y y
x

h

hxy xy xy
y

h

hyx yx yx
x

vN dv h
R

vN dv h
R

vN dv h
R

σ σ

τ τ

τ τ

−

−

−

⎧ ⎛ ⎞
= + =⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ = + =⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪ ⎛ ⎞⎪ = + =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

∫

∫

∫

 (2.1) 

 Vaø theo luaät ñoái öùng cuûa öùng suaát tieáp τxy=τyx thì Nxy=Nyx. Nhö vaäy, theo caùc giaû thieát 
thì treân 1 maët caét baát kyø cuûa maët trung gian, caùc löïc maøng goàm löïc phaùp vaø löïc tieáp seõ toàn taïi 
vaø naèm trong maët phaúng tieáp xuùc vôùi maët trung gian.  

2.2.2. Lyù thuyeát maøng trong heä toïa ñoä vuoâng goùc: 

2.2.2.1. Hình chieáu noäi löïc hay noäi löïc quy chieáu:  
 Nhö ñaõ bieát ôû treân, trong quaù trình nghieân cöùu traïng thaùi maøng cuûa voû thay vì tìm caùc 
öùng suaát thaønh phaàn ta coù theå tìm caùc noäi löïc thaønh phaàn, cuï theå: 

 . , . & .x x y y xy yx xyN h N h N N hσ σ τ= = = =  

z

x
xy

yxΝ
Νy

x
O

Y
X

Z

n
n

ny

nyx

Nxy x
N

α

αβdsx yds

dxx

y

dx

y

Vieäc löïa choïn heä vuoâng 
goùc, toïa ñoä hay heä toïa ñoä 
töï nhieân ñeå nghieân cöùu 
noäi löïc trong voû tuøy choïn 
vaøo vieäc laøm ñôn giaûn 
hay khoâng quaù trình 
nghieân cöùu naøy. Ngoaøi 
ra, ta ñöa vaøo caùc khaùi 
nieäm noäi löïc quy chieáu 
( ), ,x y xyn n n  laø hình chieáu 

cuûa noäi löïc thaät 
( ), ,x y xyN N N  leân maët 

phaúng xOy vaø quan heä 
giöõa noäi löïc thöïc vaø hình 
chieáu cuûa noù, töùc noäi löïc 
quy chieáu coù thaáy nhö 
sau: 

 Neáu chuù yù laø: cos ; cos
x y

dx dy
ds ds

α β= =  thì deã thaáy raèng:  

  
( ). coscos

cos
x x

x x

N ds
n N

dy
αα
β

= =  

 Töông töï ta coù: cos.cos
cos

cos.cos
cos

x
y y y

y
xy xy xy xy

yx yx xy xy

dsn N N
dx
ds

n N N N
dy

n N N n

ββ
α

ββ
β

⎧ = =⎪
⎪⎪
⎨ = = =⎪
⎪

= = =⎪⎩
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 Neáu maët trung gian cuûa voû coù phöông trình: ( ),z f x y=  thì tang caùc goùc nghieâng giöõa 

caùc tieáp tuyeán cuûa caùc thieát tuyeán song song vôùi caùc maët phaúng toïa ñoä Oxz vaø Oyz laø:  

  

tan ; tan

,
2 2 2 2

1 1 1 1vaø: cos = cos =
1+tan 1+p 1+tan 1+q

z zp q
x y

α β

α β
α β

∂ ∂
= = = =

∂ ∂

= =
 

 Vaäy cuoái cuøng ta coù theå coù coâng thöùc quan heä giöõa noäi löïc vaø noäi löïc quy chieáu laø:  

  
2

2

2

2

1

1

1

1

x x

y y

xy yx xy yx

q
n N

p

p
n N

q
n n N N

⎧ +
=⎪

⎪ +
⎪
⎨ +

=⎪
+⎪

⎪ = = =⎩

 

2.2.2.2. Phöông trình vi phaân cuûa voû maøng – Haøm öùng suaát:  
 Xeùt voû coù phöông trình maët trung gian ( ),z f x y=  chòu taûi troïng maët baát kyø coù 3 

thaønh phaàn maø cöôøng ñoä treân 1 ñôn vò dieän tích trong maët phaúng xy laø:  

  
( )

( )
( )

,

,

,

X X x y

Y Y x y

Z Z x y

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

  (2.3) 

 vaø ñöôïc goïi laø taûi troïng quy chieáu. 
 Vôùi phöông trình toång hình chieáu caùc löïc leân truïc Ox vaø truïc Oy thì coù theå thaáy laø deã 
daøng nhaän ñöôïc baèng vieäc söû duïng heä noäi löïc quy chieáu. Cu theå:  

  0yxx
x y yx yx

nnX n dx dy n dy n dx n dx Xdxdy
x y

∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞Σ = + − + + − + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 Ruùt goïn laïi ta ñöôïc: 0yxx nn X
x y

∂∂
+ + =

∂ ∂
 (a) 

 Töông töï, töø ñieàu kieän ΣY=0, ta coù: 0xy yn n
Y

x y
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

 (b) 

 Ñeå xeùt toång hình chieáu caùc löïc leân phöông z, ta chuù yù raèng:  
  • Neáu treân caïnh traùi cuûa phaân toá voû coù Nx taùc duïng leân cung dsx thì phaàn chieáu 
leân truïc z cuûa Nx treân caïnh chieáu dy töông öùng seõ laø nxp (hình veõ). 
  • Thaät vaäy, phaàn chieáu cuûa Nx treân truïc z phaân boá treân dy seõ laø:  

   
sin sin cos cos sin. . tan

cos cos cos cos
x y

x x x x

N ds
N N n n p

dy
α α α α α α

β α β α
= = = =  

  • Vaø khi ñoù, treân caïnh ñoái dieän cuûa phaân toá voû coù ( )x xN N+ ∂  vôùi phaàn chieáu 

leân truïc z treân caïnh dy töông öùng seõ laø: 
( )x

x

n p
n p dx

x
∂

+
∂

 

  • Vôùi caùch suy luaän töông töï ta coù theå tìm ñöôïc taát caû caùc phaàn chieáu leân truïc z 
cuûa taát caû caùc löïc maøng taùc duïng treân caùc caïnh cuûa phaân toá ñang xeùt coù keå tôùi gia soá cuûa 
chuùng thoâng qua caùc löïc quy chieáu. Caùc thaønh phaàn chieáu naøy ñöôïc bieåu dieãn treân hình veõ. 
  • Ñeán ñaây, ta deã thaáy raèng:  
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( ) ( )

( ) ( )
0

yx
x x y y

xy yx
xy xy yx yx

n qn p
Z n p dx dy n pdy n q dy dx n qdx

x y

n q n p
n q dx dy n qdy n p dy dx n pdy Zdxdy

x y

⎡ ⎤∂⎡ ⎤∂
⎢ ⎥Σ = + − + + − +⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + − + + − + =

∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 Sau khi ñôn giaûn vaø chia 2 veá cho dxdy, ta coù:  

  
( ) ( ) ( ) ( )

0y xy yxx n q n q n pn p
Z

x y x y
∂ ∂ ∂∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (c) 

  • Thöïc hieän pheùp ñaïo haøm, ví duï (vôùi vieäc söû duïng kyù hieäu Euler: 
2 2 2

2 2; ;z z zr s t
x x y y

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂
) 

  
( )x x x

x x

n p n npp n p n r
x x x x

∂ ∂ ∂∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂
 

  
 Thì phöông trình hình chieáu leân phöông z coù daïng:  

  . . 2 . 0y xy yxx
x y xy

n n nnr n p t n q s n q p Z
x y x y

∂ ∂ ∂∂
+ + + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
 

 Söû duïng caùc phöông trình toång hình chieáu leân truïc x & y ñaõ coù (phöông trình (a) vaø 
(b)), ta seõ nhaän ñöôïc phöông trình toång hình chieáu leân truïc z (c) trong daïng:  
  . 2 . . 0x xy yr n s n t n Z pX qY+ + + − − =  

 Baèng caùch ñöa vaøo haøm taûi troïng V vôùi: V Z pX qY= − −  (2.4) 
 Cuoái cuøng ta coù phöông trình: 
  . 2 . .x xy yr n s n t n V+ + = −  (2.5) 

 ÔÛ phöông trình naøy vaãn coøn 3 aån, vì vaäy, Pucher ñaõ ñöa vaøo 1 haøm môùi goïi laø haøm 
öùng suaát F(x,y) nhaèm qua ñoù coù theå coù 1 phöông trình vi phaân caáp 2 thay theá heä 3 phöông 
trình vi phaân caân baèng treân. Theo Pucher, haøm öùng suaát F(x,y) laø haøm coù quan heä voùi caùc noäi 
löïc quy chieáu nhö sau:  

  

2

2

2

2

2

x

y

xy yx

Fn Xdx
y
Fn Ydy

x
Fn n

x y

⎧ ∂
= −⎪ ∂⎪

⎪ ∂⎪ = −⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= − =⎪ ∂ ∂⎪⎩

∫

∫  (2.6) 

 Roõ raøng deã thaáy raèng; khi ñoù caùc phöông trình vi phaân caân baèng (a) vaø (c) ñöôïc thoûa 
maõn, coøn phöông trình vi phaân caân baèng theo truïc z seõ laø:  

  ( )
2 2 2

2 22 ,F F Fr s t V r Xdx t Ydy Q x y
y x y x

∂ ∂ ∂
− + = − + − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∫ ∫  (2.7) 

  trong ñoù: haøm Q(x,y) ôû veá phaûi laø xaùc ñònh neáu taûi troïng vaø maët voû. 

 Tröôøng hôïp voû chæ chòu taûi troïng thaúng ñöùng, töùc laø khi: 
( )

0 0
,

vaøX Y
V Z g x y

= =⎧⎪
⎨ = =⎪⎩

 thì phöông 

trình vi phaân voû maøng seõ ñôn giaûn laø:  
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  ( )
2 2 2

2 22 ,F F Fr s t Z g x y
y x y x

∂ ∂ ∂
− + = − = −

∂ ∂ ∂ ∂
 (2.8) 

 Hay nhö taøi lieäu coù caùch vieát khaùc laø:  
  ( )2 ,xx yy xy xy yy xxz F z F z F g x y− + = −  (2.9) 

  trong ñoù caùc chæ soá x, y chæ ñaïo haøm rieâng theo x hay y. 
 Caùc phöông trình (2.7) hoaëc (2.8) laø caùc phöông trình vi phaân haøm öùng suaát cuûa voû 
maøng trong heä toïa ñoä vuoâng goùc. Caùc phöông trình naøy cuõng thöôøng ñöôïc goïi laø caùc phöông 
trình Pucher. 
 Nhaän xeùt:  
 • Nhö vaäy, trong heä toïa ñoä vuoâng goùc, phöông trình vi phaân voû maøng laø 1 phöông 
trình vi phaân ñaïo haøm rieâng caáp 2. Trong phöông trình chöùa 3 haøm ñieàu kieän treân 2 bieân maø 

cuï theå laø: 

( )
( )
( )

, :

, :

, :

haøm beàmaët voû

haøm öùngsuaát

haøm lieân quan taûi troïng vaø caû beàmaët voû

z x y

F x y

Q x y

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

2.2.2.3. Ñieàu kieän bieân:  
 • Tröôøng hôïp caïnh bieân töï do: deã thaáy laø khi ñoù treân 
bieân hay treân hình chieáu cuûa noù leân maët phaúng Oxy ta coù:  

  
2 2

2 0 0vaøn nt
F Fn n
t n t

∂ ∂
= = = − =

∂ ∂ ∂
  

 Khi voû chæ coù 1 ñoaïn meùp tö do thì ñieàu kieän bieân daãn 
tôùi: 

O

n
t

P

y

x
α

   0 & 0 : treân bieânF F
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

 Vì vieäc theâm bôùt vaøo haøm öùng suaát F(x,y) caùc soá haïng baäc nhaát khoâng aûnh höôûng tôùi 
noäi löïc maøng neân töø ñoù ta coù theå thaáy caùc ñieàu kieän bieân treân töông ñöông vôùi ñieàu kieän:  
  F = 0: treân bieân töï do 
 • Tröôøng hôïp bieân töïa treân caùc lieân keát nöûa cöùng: (caùc daàm ñôõ coù ñoä cöùng uoán nhoû: 
caùc töôøng ñôõ thaúng ñöùng) tuøy thuoäc söï laøm vieäc cuï theå maø coù caùc ñieàu kieän bieân cuï theå: 
  + Tröôøng hôïp voû ñöôïc ñaët treân töôøng ñôõ thaúng ñöùng sao cho phaûn löïc …… noái 
vôùi töôøng ñôõ töông öùng baèng 0 taïi chu vi: thì cuõng töø ñieàu kieän:  

   
2

2 0 0
bieân

cuõng töông ñöông  treân bieânn
Fn F
t

∂
= = ⇒ =

∂
 

 • Tröôøng hôïp bieân töïa coá ñònh: khi ñoù toàn taïi 2 thaønh phaàn nn vaø nxy treân bieân (ta seõ 
xeùt sau trong caùc tröôøng hôïp keát caáu cuï theå vaø seõ phaûi xeùt tôùi caû bieán daïng). 

2.2.2.4. Taûi troïng cuûa voû maøng:  
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 Neáu nhö treân ñaõ noùi, phöông trình vi 
phaân cuûa voû maøng trong heä toïa ñoä vuoâng goùc 
chöùa 3 haøm taûi troïng laø 3 thaønh phaàn hình 
chieáu cuûa taûi troïng leân maët phaúng naèm ngang 
Oxy treân 1 ñôn vò dieän tích maët baèng ñoù laø: 

( ) ( ) ( ), ; , & ,X x y Y x y Z x y  

 Neáu goïi px, py, pz laø giaù trò cuûa taûi troïng 
taùc duïng leân 1 ñôn vò dieän tích beà maët voû theo 
3 truïc toïa ñoä x, y, z thì giöõa chuùng vaø caùc thaønh 
phaàn X, Y, Z (treân 1 ñôn vò dieän tích maët baèng 
Oxy) coù quan heä sau:  

  
x

y

z

X p
Y p
Z p

λ
λ

λ

⎧ =
⎪ =⎨
⎪ =⎩

          (2.10) 

Y
X

Z

n

z
x

y

O

  trong ñoù: 2 21 : , ñoä ño maët cong, vôùi z zp q p q
x y

λ ∂ ∂
= + + = =

∂ ∂
 

 • Neáu treân voû chæ coù taûi troïng vuoâng goùc beà maët voû taùc duïng vaø coù cöôøng ñoä n thì 3 
thaønh phaàn hình chieáu cuûa noù leân 3 truïc toïa ñoä laø:  

  

( )

( )

( )

cos

cos

1 cos

x x

y y

z z

pp n vì p n

qp n vì p n

p n vì p n

α
λ

β
λ

γ
λ

⎧ = − =⎪
⎪
⎪ = − =⎨
⎪
⎪ = − =⎪⎩

 (2.11) 

 vaø töø ñoù ta tìm ñöôïc 3 thaønh phaàn taûi troïng quy chieáu (treân 1 ñôn vò maët baèng Oxy) laø:  

  
x

y

X p np
Y p nq

Z n

λ
λ

⎧ = = −
⎪ = = −⎨
⎪ =⎩

 

 • Tröôøng hôïp taûi troïng laø troïng löôïng baûn thaân coù cöôøng ñoä laø gb (treân 1 ñôn vò dieän 
tích maët voû) thì ta hieåu laø ñaõ cho:  

  
0 0
0 0vaäy

x

y

bz b

p X
p Y

Z g gp g λ

⎧ = =⎧
⎪ ⎪= =⎨ ⎨
⎪ ⎪ = == ⎩⎩

 (2.12) 

2.2.3. ÖÙng duïng lyù thuyeát voû maøng trong heä toïa ñoä vuoâng goùc: 
 VOÛ HAÊNG GA 

1) Haêng ga vôùi maët caét ngang baát kyø:  
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l

h
2

h
2

f

y

z

O

x

0

 
 Khi ñoù phöông trình laø: z=f(y), trong ñoù: f(y) laø haøm baát kyø cuûa y. 
 + Tröôùc heát ta xeùt tröôøng hôïp voû chòu taûi troïng thaúng ñöùng. Khi ñoù: z=g(y), 
 Phöông trình vi phaân cuûa voû maøng theo (2.8) laø:  

  ( )
2 2 2

2 22F F Fr s t Z g y
y x y x

∂ ∂ ∂
− + = − = −

∂ ∂ ∂ ∂
 (a) 

( ) ( )
2 2 2

2 2; ;vôùi:  ñeå ñôn giaûn, daáu  ñeå chæ ñaïo haøm theo z z zr s t f y f y
x x y y

∂ ∂ ∂ ′′ ′′ ′= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂

 

 Thay r, s, t vaøo phöông trình vi phaân voû maøng, ta coù: ( )
2

2

Ff g y
x

∂′′ = = −
∂

 

 ( )2

2Hay: y

g yF n
x f

∂
= − =

′′∂
 

 Tích phaân 2 laàn 
2

2

F
x

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 theo bieán x, ta ñöôïc haøm F trong daïng:  

  ( ) ( ) ( )
2

1 22
g y xF C y x C y

f
= − + +

′′
 (b) 

  caùc haèng soá ( ) ( )1 2&C y C y  ñöôïc xaùc ñònh theo ñieàu kieän bieân cuûa baøi toaùn. 

 Töø haøm öùng suaát (b), ta cuõng coù:  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 22

2

1

2x

xy

g yF xn C y x C y
y f

g yFn x C y
x y f

′′⎛ ⎞∂ ′′ ′′= = − + +⎜ ⎟′′∂ ⎝ ⎠
′⎛ ⎞∂ ′= = − −⎜ ⎟′′∂ ∂ ⎝ ⎠

 

 Giaû söû 2 meùp ñaàu vaø cuoái haêng ga laø 2 söôøn khoâng coù ñoä cöùng uoán theo höôùng x hay 
noùi caùch khaùc treân 2 meùp voû laø khoâng coù nx, töùc laø: 0 2 treân x

hn x= = ±  

 Cuï theå hôn ta coù:  
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1 2
2

2

1 2
2

0 0
8 2

0 0
8 2

hx x

hx x

g y h hn C y C y
f

g y h hn C y C y
f

=

=−

′′⎡ ⎤
′′ ′′= ⇒ − + + =⎢ ⎥′′⎣ ⎦

′′⎡ ⎤
′′ ′′= ⇒ − − + =⎢ ⎥′′⎣ ⎦

 

 Töø ñaây suy ra: ( ) ( )

( )

2

2

1

8

0

g y hC y
f

C y

⎧ ′′⎡ ⎤⎪ ′′ =⎪ ⎢ ⎥′′⎨ ⎣ ⎦
⎪

′′ =⎪⎩

 

 Vì ( ) ( )1 10 neân constC y C y C′′ ′= = = . Tuy nhieân, do tính chaát ñoái xöùng cuûa baøi toaøn 

neân löïc tieáp nxy phaûi baèng 0 treân maët caét ñoái xöùng x=0. Do vaäy, ta laïi coù:  
  ( )10

0, 0 suy ra: xy x
n C y C

=
′= = =  

 Cuoái cuøng, ta laïi coù keát quaû laø caùc bieåu thöùc cho caùc noäi löïc maøng quy chieáu: 

  

( )

( )

( )

2 2

2 8

y

x

xy

g y
n

f

g y x hn
f

g y
n x

f

⎧
⎪ = −

′′⎪
⎪ ′′⎪ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎪ = − −⎨ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟′′ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪
⎪ ′⎡ ⎤⎪

= ⎢ ⎥⎪ ′′⎪ ⎣ ⎦⎩

 (2.13) 

 + Töông töï, ta cuõng tìm ñöôïc noäi löïc 
do taûi troïng gioù: Xeùt tröôøng hôïp goùi thoåi 
theo phöông y vaøo voû, khi ñoù thaønh phaàn 
theo phöông x laø khoâng coù. Cöôøng ñoä taûi 
troïng do gioù theo phöông y laø n0 (töø quy 
phaïm). Vaäy gioù ñaõ taùc duïng moät taûi troïng 
vuoâng goùc vôùi maët voû vôùi cöôøng ñoä: 

0 sinn n β=  (xem hình veõ). 

   0 sinn β=nβ

n0

y
O

z

 Vaø theo (2.11) caùc thaønh phaàn taûi troïng quy chieáu (treân 1 ñôn vò dieän tích maët baèng 
Oxy) laø:  

  

0

0

0 0

sin tan
sin

 vì zX q
x

Y nq n
Z n n

β β
β

⎧ ∂⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎪
⎨ = − = −⎪
⎪ = =⎩

 

 Phöông trình vi phaân haøm öùng suaát (2.7) coù daïng:  

  
2

2

Ff V f Ydy
x

∂′′ ′′= − +
∂ ∫  

 Theo (2.4): V Z pX qY Z f Y′= − − = −  
 Neân (2.7) ñöa veà daïng:  

  
2

2

Ff Z f y f Ydy
x

∂′′ ′ ′′= − + +
∂ ∫  
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2

2Töø ñoù:  F f y Z Ydy
x f

′∂ −
= +

′′∂ ∫   

 Cuoái cuøng, theo (2.6) vaø sau khi keå tôùi ñieàu kieän bieân, ta coù caùc bieåu thöùc noäi löïc 
maøng quy chieáu:  

  

2

2

2

2 2 2

2 2 8

y

xy

x

F f Y Zn Ydy
x f

F f Y Zn Y x
x y f

F f Y Z dY x hn Xdx
y f dy

⎧
⎪ ′∂ −

= − =⎪
′′∂⎪

⎪ ⎡ ⎤′′⎛ ⎞⎪ ∂ −⎪ ⎢ ⎥= − = − +⎨ ⎜ ⎟′′⎢ ⎥∂ ∂ ⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎪
⎡ ⎤⎪ ′′′ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ −⎢ ⎥⎪ = − = + −⎜ ⎟⎜ ⎟′′⎢ ⎥⎪ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎩

∫

∫

 (2.14) 

2) Haêng ga vôùi maët parabol:  
 Ta coù theå söû duïng caùc keát quaû treân vaøo haêng ga coù maët caét laø parabol baäc 2.  
 Giaû söû phöông trình maët caét haêng ga ñöôïc cho trong daïng:  

  2 20 0
22

4 8
2

töùc fc fz y y c ll
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 Coù caùc ñaïo haøm:  

  

0
2

0
2

2 2 2 2

8tan

8

1 1

fz cy y
l

fz c
l
p q c y

β

λ

⎧ ′ = = =⎪
⎪
⎪ ′′ = =⎨
⎪
⎪ = + + = +
⎪⎩

f
0

l

y
O

z

 Ngoaøi ra, 
2 2 2

2 2 2

1 1cos
1 tan 1

tansin
1 tan 1

c y
cy
c y

β
β

ββ
β

⎧ = =⎪ + +⎪
⎨
⎪ = =
⎪ + +⎩

 

 Voû chòu taûi troïng baûn thaân: 
 Cöôøng ñoä taûi troïng baûn thaân (treân 1 ñôn vò dieän tích maët baèng Oxy): 

  ( ) 2 21
cos

b
b b

gg y g g c yλ
β

= = + =  

  trong ñoù: bg  laø troïng löôïng treân 1 ñôn vò dieän tích beà maët voû. 
 Söû duïng caùc keát quaû ôû phaàn 1) treân ta ñöôïc: 

  

( )

( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2
3

32 2

1
.cos

sin
2 8 1

.cos
2 8 2 81

b b
y

xy b b

x b b

g y g gn c y
f c c

g y x h cyn g x g x
f c y

g y c x h x hn x g g c
f c y

β

β

β

⎧
⎪

= − = − + = −⎪ ′′⎪
⎪ ′′⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎪ = − − = =⎨ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟′′ +⎝ ⎠⎣ ⎦⎪
⎪

′⎪ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − − = − −⎪ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦ +⎩
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 Ñeå tìm caùc noäi löïc maøng, ta söû duïng coâng thöùc quan heä giöõa caùc löïc maøng vaø löïc quy 
chieáu (8.2), ta nhaän ñöôïc:  

  

( )
2

2 2 2 2
22

2 2 2
4

2 2 2

1
1 1

.cos1
sin

1 1 .cos
2 81 1

b b
y y y

xy xy b

x x x b

q g gN n n c y c y
c cp

N n g x

p x hN n n g c
q c y

β

β

β

⎧ +⎪ = = + = − + = −
⎪ +
⎪⎪ = =⎨
⎪

⎛ ⎞+⎪ = = = − −⎜ ⎟⎪ + + ⎝ ⎠⎪⎩

 

 Voû chòu taûi troïng gioù: vôùi haêng ga cao, taûi troïng gioù ñöôïc xem laø taûi troïng phaûn xöùng 
vaø vuoâng goùc vôùi maët voû vôùi cöôøng ñoä 0 sinn n β=  
 Nhö treân muïc 1) ñaõ baøn, caùc thaønh phaàn hình chieáu cuûa tieáp tuyeán gioù treân 1 ñôn vò 
dieän tích maët baèng Oxy laø: 
  

0

0

0
tan sin

sin

 X
Y nq n
Z n n

β β
β

=⎧
⎪ = − = −⎨
⎪ = =⎩

 

 Cuõng töø caùc bieåu thöùc noäi löïc quy chieáu ôû 1) , ta coù trong tröôøng hôïp naøy:  

  

( )

0 0

2

0

2 2
2

0

tan
cos cos

1 2sin
cos

sin 3 2cos
2 8

y

xy

x

n n yn
c

n n x

x hn n c

β
β β

β
β

β β

= − = −

+
=

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 Töø ñaây, söû duïng (2.2) ta coù caùc bieåu thöùc tính noäi löïc maøng taùc duïng trong voû:  

  

( )

0
2

2

0

2 2
2

0

cos
1 2sin

cos

sin cos 3 2cos
2 8

y

xy xy

x

n yN

N n n

x hN n c

β
β

β

β β β

⎧
= −⎪

⎪
⎪ +⎪ = =⎨
⎪
⎪ ⎛ ⎞
⎪ = + +⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠⎩

 

 Chuù yù: • Caùc bieåu thöùc xaùc ñònh caùc löïc maøng cuûa voû haêng ga coù maët caét parabol cho 
caùc giaù trò chính xaùc vaø thöôøng khoâng gaëp khoù khaên gì nhieàu veà phöông dieän toaùn hoïc. Tuy 
nhieân nhôù laø trong nhieàu tröôøng hôïp do bieàu thöùc cuûa g laø 21bg g z′= +  neân vieäc tính toaùn 

thöôøng khoâng ñôn giaûn. Khi ñoù, ngöôøi ta coù theå laáy gaàn ñuùng: 2 211 1
2b bg g z g z⎛ ⎞′= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

vì khai trieån 2 2 41 11 1 ...
2 8

z z z′ ′ ′+ = + − +  ñöôïc laáy 2 soá haïng ñaàu. Ngoaøi ra, caùc löïc maøng 

nhaän ñöôïc töø taûi troïng g gaàn ñuùng naøy laø khoâng lôùn hôn giaù trò baøi toaùn vôùi taûi troïng thöïc taïi 
moïi ñieåm treân voû. Do vaäy, vieäc ñôn giaûn hoùa naøy thieân veà an toaøn. 

  • Khi voû laø thoaûi 0 1
5

f
l

⎛ ⎞≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

 thì boû qua taùc duïng cuûa gioù leân voû. 

 Ví duï tính toaùn: Tìm noäi löïc maøng voû haêng ga coù maët caét ngang laø parabol baäc 2 (nhö 
hình veõ) chòu taùc duïng cuûa troïng löôïng baûn thaân vaø taûi troïng gioù. Caùc soá lieäu taûi troïng laø:  
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 + Troïng löôïng 1 ñôn vò dieän tích voû: 

2175b
kgg m=  

 + AÙp löïc gioù: 20 100 .gioù
kgn n m= =  

 + Ngoaøi ra, 0 10 ; 12 ; 24m m mf l h= = =  
 

l=12m

f =10m
0

z

O y

 Giaûi: • Tröôùc heát ta caàn xaùc ñònh caùc giaù trò quy chieáu cuûa caùc taûi troïng treân 1 ñôn vò 
dieän tích maët baèng Oxy:  

   + Vôùi troïng löôïng baûn thaân: 
2

0
2

85 51
9 9b

fg g y c
l

⎛ ⎞⎛ ⎞= + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

   + Vôùi taûi troïng gioù: 

2

2

2

5sin
9 51

9

5 1
9 51

9

g g g

g g

yZ n n

y

Y n y

y

β⎧ = =⎪
⎛ ⎞⎪ + ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪

⎨
⎛ ⎞⎪ = − ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎪ + ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

  • Söû duïng caùc bieåu thöùc tính löïc maøng ôû treân:  

   + Vôùi troïng löôïng baûn thaân: 2

2

2

2

25315 1
81

97, 2
251
81
197, 2 7225 21
81

y

xy

x

N y

xyN
y

xN
y

⎧ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪

=⎪⎪
+⎨

⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ = − −⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠+⎪⎩

 

 

-6 -4 -2 0 2 4 6100
200
300
400
500
600
700

609

175
taûi troïng quy chieáu do troïng löôïng baûn thaâng

-6 -4 -2 0 2 4 6
-100

0
100

0
-100
-200
-300
-400

6420-2-4-6

Yg

gZ
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-6
-4

-2
0

2
4

6
-6

-4
-2

0
2

4
6

-3000

-2000

-1000

 

Toa do x (m)toa do y (m)
 

N
y (k

g)

-3500

-3000

-2500

-2000

-1500

-1000

-500

 

-6 -4 -2 0 2 4 6-5
0

5

-1000

0

1000

 

Toa do x (m)toa do y (m)
 

N
xy

 (k
g)

-1000

-500

0

500

1000

 

-6
-4 -2

0 2
4 6

-6
-4

-2
0

2
4

6

1000

2000

3000

4000

5000

6000

 

Toa do x (m)toa do y (m)
 

N
x (k

g)

1000

2000

3000

4000

5000

6000

 
 Bieåu ñoà phaân boá löïc maøng , ,y xy xN N N  do taûi troïng baûn thaân gaây ra. 
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   + Vôùi taûi troïng gioù: 

2

2
2

2

2

2 2

25100 1
81

25 0,62100 1
81 251

81

231 3 7225 25 21 1
81 81

y

xy

x

N y y

yN y x
y

y xN
y y

⎧
⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎪⎪ ⎜ ⎟= − + +⎨

⎜ ⎟⎪ +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪

⎛ ⎞⎪
⎜ ⎟⎛ ⎞⎪ = + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎜ ⎟+ +⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

-6
-4

-2
0

2
4

6
-6

-4
-2

0
2

4
6

-6000

-4000

-2000

0

2000

4000

6000

 

Toa do x (m)toa do y (m)
 

N
y (k

g)

-6000

-4000

-2000

0

2000

4000

6000

 

-6
-4

-2
0

2
4

6
-6

-4
-2

0
2

4
6

-5000

0

5000

 

Toa do x (m)toa do y (m)
 

N
xy

 (k
g)

-5000

-4000

-3000

-2000

-1000

0

1000

2000

3000

4000

5000
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-6
-4

-2
0

2
4

6
-6

-4
-2

0
2

4
6

-5000

0

5000

 

Toa do x (m)toa do y (m)
 

N
x (k

g)

-8000

-6000

-4000

-2000

0

2000

4000

6000

8000

 
Bieåu ñoà phaân boá cuûa löïc maøng , ,y xy xN N N  do taûi troïng gioù gaây ra. 

2.2.4. Lyù thuyeát maøng trong heä toïa ñoä truï 

2.2.4.1. Lyù thuyeát chung:  
 Trong thöïc teá, ngöôøi ta thöôøng söû duïng caùc voû troøn xoay, khi 
ñoù ñeå ñôn giaûn vaø thuaän tieän, ngöôøi ta söû duïng heä toïa ñoä truï. 
Phöông trình maët voû ñöôïc cho bôûi: z=f(r), coøn haøm öùng suaát thì: 

( ),F F r ϕ= . Vaø phöông trình vi phaân haøm öùng suaát trong heä toïa ñoä 

truï nhaän ñöôïc töø vieäc thöïc hieän pheùp ñoåi bieán laø:  
O

z
z

P

y

z

x ϕ

  ( ) ( )1 ,rr r rr r r
r

F Z Z F F rz z Yrdr Xrdrd V v
r ϕϕ ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ + = − + + ≡⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ∫ ∫ ∫  (2.15) 

  ôû ñaây: ( ) ( ) ( ), , , & ,X r Y r Z rϕ ϕ ϕ  laø caùc thaønh phaàn theo phöông tieáp tuyeán, 

phöông baùn kính vaø phöông thaúng ñöùng treân 1 ñôn vò dieän tích maët baèng Oxy cuûa taûi ngoaøi 
(caùc thaønh phaàn quy chieáu cuûa taûi troïng). 
 Vaø quan heä giöõa caùc noäi löïc maøng quy chieáu vaø haøm öùng suaát laø:  

  

( )2

2

1 1 1

1 1

r r

rr

r r

n F F Yrdr Xrdrd
r r r

n F Xrd

n F F
r r

ϕϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ

⎧ = + − +⎪
⎪⎪ = −⎨
⎪
⎪ = −
⎪⎩

∫ ∫ ∫
∫  (2.16) 
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 Neáu goïi α laø goùc nghieâng giöõa tieáp tuyeán cuûa ñöôøng sinh 
qua ñieåm khaûo saùt vaø phöông ngang (nhö hình veõ) thì caùc löïc 
maøng vaø caùc löïc quy chieáu cuûa noù coù quan heä sau:  

  

,

cos

cos

r r

r r

n N
N

n

n N

ϕ
ϕ

ϕ ϕ

α

α

=⎧
⎪
⎪ =⎨
⎪

=⎪⎩

    (2.17) 

 • Ñieàu kieän bieân:  
 Lieân keát treân bieân voû troøn xoay thöôøng cuõng laø ñoái xöùng 
truïc nhöng cuõng coù theå khoâng ñoái xöùng truïc khi bieân voû coù maët 
baèng laø caùc ña giaùc ñeàu hoaëc khoâng ñeàu (hình veõ). 

  
 Tröôøng hôïp ñaëc bieät, khi bieân voû laø ñöôøng troøn vaø baùn 
kính laø ñoái xöùng truïc caû veà lieân keát vaø taûi troïng thì haøm öùng suaát 
chæ laø haøm cuûa 1 bieán r, khoâng phuïc thuoäc vaøo bieán ϕ . Phöông 
trình vi phaân haøm öùng suaát laø phöông trình 1 bieán. 
 Khi bieân voû coù maët baèng laø caùc ña giaùc thöôøng , meùp bieân 
ñöôïc caáu taïo töïa treân caùc daàm bieân vaø caùc daàm bieân naøy ñöôïc 
xem nhö khoâng chòu löïc phaùp cuûa voû truyeàn vaøo. Haøm öùng suaát laø 
haøm cuûa 2 bieán r, ϕ.  

XY

   

dϕ

dr

r

α

Z
z

z

N ϕN
rϕNr

ϕrN

ϕnnrϕrn

ϕrn

 

2.2.4.2. Voû troøn xoay chòu taûi ñoái xöùng truïc:  
 Khi voû laø troøn xoay coù lieân keát ñoái xöùng truïc vaø chòu taûi troïng ñoái xöùng truïc thì deã 
thaáy raèng haøm öùng suaát chæ laø haøm cuûa r. 
 Giaû söû taûi troïng laø thaúng ñöùng vaø ñaëc tröng bôûi haøm baát kyø: ( )Z g r=  

 Do baøi toaùn laø ñoái xöùng truïc, haøm öùng suaát laø haøm cuûa r neân 0 & 0F Fϕ ϕϕ= = . Vaø nhö 

vaäy, phöông trình haøm vi phaân haøm öùng suaát (2.15) coù daïng:  
  ( )rr r r rrF z F z rZ rg r+ = − = −  (a) 

 Vì: ( )rr r r rr r r r
F z F z F z+ =  neân phöông trình (a) vieát laïi laø: ( ) ( )r r r

F z rg r= −  

 Töø ñoù, ta coù: 
( )

r
r

rg r dr C
F

z

+
= − ∫  

 Vaø theo (2.16), caùc löïc maøng quy chieáu laø:  

  
( )

( )
( )

1
.

.

0

r r
r

rr r
r

r

rg r dr C
n F

r r z

rg r dr Cd dn F rn
dr r z dr

n

ϕ

ϕ

⎧ +
⎪ = = −
⎪
⎪⎪ ⎡ ⎤+⎨

⎢ ⎥= = − =⎪
⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦

⎪ =⎪⎩

∫

∫

 (b) 

  trong ñoù: C laø haèng soá tích phaân ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän bieân nhö döôùi ñaây. 
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 Vaø caùc phaûn löïc lieân keát naøy coù phöông 
tieáp tuyeán vôùi voû taïi meùp bieân vaø coù theå tìm ñöôïc 
töø taûi troïng ñaõ cho (hình veõ).  
 Hôïp löïc cuûa taûi troïng thaúng ñöùng taùc duïng 
leân voû deã thaáy laø:  

  ( ) ( )
0

0

0
0

2 2
r

r
G rg r dr rg r drπ π= =∫ ∫  

 Phaûn löïc thaúng ñöùng V treân 1 ñôn vò daøi 
bieân:  

  
( )0

0

0 02

r
rg r drGV

r rπ
= − = − ∫           (c)

 Maët khaùc, phaûn löïc thaúng ñöùng V naøy cuõng 
tính ñöôïc töø löïc maøng quy chieáu nr, ñoù laø quan heä: 
  ( )0 0tanr r rV n n z rα= =  

  trong ñoù: ( )
0

0 0tan r
r

dzr z r
dr

= =  

0r      

   α0

V

nrrN 0α   

dr

r 0r

g(r)

V

 Vaäy, töø ñaây suy ra, treân bieân r=r0: 

  ( )0

0
0 0

1 r CV rg r dr
r r

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  (d) 

 So saùnh (c) vaø (d) , suy ra: C=0 

2.2.4.3. Voû paraboloid troøn xoay vôùi bieân troøn:  

 Xeùt moät paraboloid troøn xoay coù phöông trình 2 2
2

4z r r
a

α= =  (ôû ñaây 2

f
a

α = ) 

 Tính saün caùc ñaïo haøm: 2 ; 2r rrz r zα α= = .  
 Xeùt voû chòu taûi troïng ñoái 
xöùng truïc: Do ñieàu kieän bieân lieân 
keát ôû meùp voû cuõng ñoái xöùng truïc 
neân söû duïng ñöôïc phöông phaùp vöøa 
neâu treân, töùc laø töø vieäc khaûo saùt söï 
caân baèng cuûa phaàn voû (phía treân) 
ñöôïc tính ra bôûi maët caét ngang baát 
kyø song song maët phaúng Oxy. Khi 
ñoù:  

V

nrrn

g

V

0

aaNr rN

fr r

z

  
( )

22r

rg r dr
n

rα
= − ∫  

  vaø ( )r
dn rn
drϕ =  

 • Tröôøng hôïp taûi troïng quy chieáu phaân boá ñeàu cöôøng ñoä g0 (hình veõ): 

  
( ) 2

0 0 0 0 1
12 2 2 22 2 2 2 4 2r

rg r dr g rdr g g g Crn C
r r r rα α α α α

⎛ ⎞
= − = − = − + = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫  

  + Neáu voû khoâng coù loã chieáu saùng töï nhieân thì töø ñieàu kieän bieân taïi ñænh (r=0) 
thì noäi löïc maøng khoâng theå coù giaù trò ∞, ta suy ra C1=0. 
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( )

2
0 0

2
0 0

4 4

4 4
0

Vaäy: r

r

g g an
f

g g adn rdr
dr f

n

ϕ

ϕ

α

α

⎧
= − = −⎪

⎪⎪
⎨ = = − = −⎪
⎪

=⎪⎩

 

  + Neáu voû coù loã chieáu saùng töï nhieân coù baùn kính b vaø meùp loã khoâng coù daàm 
voøng thì ta xem meùp voû laø töï do taïi r=b. Do ñoù, coù ñieàu kieän bieân:  

   

2
0

12

2

1

0 0
2 2

2
Töø ñoù, ta nhaän ñöôïc:  

r rr b r b

g bn n C
b

bC

α= =

⎛ ⎞
= ⇒ = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= −

 

   

( )

22 2
0 0 0

2 2

2
0

2

2 2 4 4

1
4

0

Vaäy: r

r r

r

g g g br bn
r r

g bn n r
r

n

ϕ

ϕ

α α α

α

⎧ ⎛ ⎞−
= − = − +⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪

⎛ ⎞⎨
= = − +⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠⎪
⎪ =⎩

 

 • Voû chòu taûi troïng baûn thaân: 
  Neáu troïng löôïng baûn thaân cuûa 1 ñôn vò dieän tích maët voû laø g0 thì thaønh phaàn 
thaúng ñöùng quy chieáu hay cöôøng ñoä cuûa taûi troïng theo phöông thaúng ñöùng treân 1 ñôn vò dieän 
tích maët baèng Oxy laø g vaø: 2 2 21 1 4b r bg g z g rα= + = +  
  Ñeå traùnh caùc khoù khaên trong tính toaùn sau naøy do coâng thöùc chöùa caên baäc 2, ta 
seõ söû duïng bieåu thöùc khai trieån gaàn ñuùng nhö sau:  

   
( )

2
2 2 2 2

2 2
1 1

1 1 2 2
2

2Hay: trong ñoù: 

r
b b b b

b b

zg g g r g g r

g g g r g g

α α

α

⎛ ⎞
+ = + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
+ =

 

  Vôùi nhaän xeùt raèng noäi löïc maøng quy ñoåi do soá haïng thöù I cuûa bieåu thöùc taûi 
troïng g ñaõ xeùt ôû treân, neân caùc thaønh phaàn löïc maøng do soá haïng thöù II g1r2 ñöôïc xeùt rieâng ôû 
ñaây nhö sau (chuù yù do rieâng soá haïng g1r2): 

   
( )

4

3 1 2
1 21 2

2 2 2 2

4 4
2 2 2 8r

rg Crg r dr g r dr g Cn r
r r r rα α α α

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎛ ⎞⎝ ⎠= − = − = − = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

  Cuõng nhö ñaõ xeùt ôû treân, neáu voû khoâng coù loã thì C2=0 vaø neáu voû coù ñöôøng kính 

2b thì 
2

2 4
bC = −  

  Töø ñoù ta deã daøng tìm ñöôïc caùc thaønh phaàn löïc maøng quy chieáu cho voû chòu taûi 
troïng laø troïng löôïng baûn thaân voû vôùi 2

0 1g g g r= +  nhö sau:  
  + Voû khoâng loã:  
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   ( )

( )

22
2 2 20 01

4

22
2 2 20 01

4

1 1
4 8 4 4

3 31 3 1
4 8 4 4

0

b
r

b

r

g g g ag b fn r r
f a

g g g ag b fn r r
f a

n

ϕ

ϕ

α
α α α

α
α α α

⎧ ⎛ ⎞= − − = − + = − +⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎪

⎛ ⎞⎨ = − − = − + = − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
=⎪⎩

 

  + Voû coù loã ñöôøng kính 2b, treân ñænh: vôùi 
2

2
1 42 2b b

fg g g
a

α= =  

   
2 4

21
2 2

2 4
21

2 2

1
4 8

1 3
4 8

0

b
r

b

r

g b g bn r
r r

g b g bn r
r r

n

ϕ

ϕ

α α

α α

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − − −⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎪

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎨
= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎪ =⎩

 

 Baøi toaùn: Cho maùi voû paraboloid troøn xoay 
chòu taûi troïng nhö hình veõ khaûo saùt söï phaân boá cuûa 
caùc löïc maøng quy chieáu. Xaùc ñònh caùc noäi löïc 
maøng taùc ñoäng treân meùp voû. Cho: a=15m, f=5m, 
g0=80kg/m2, gb=200kg/m2 (voû daøy 5cm) 
 

g
0

f
r

z

g(r)

2.2.5. Lyù thuyeát voû maøng trong heä toïa ñoä töï nhieân:  

2.2.5.1. Lyù thuyeát chung ñoái vôùi voû troøn xoay:  
 Trong heä toïa ñoä töï nhieân (heä toïa ñoä caàu), khi xeùt ñeán noäi löïc cuûa moät voû troøn xoay, 
ngöôøi ta söû duïng caùc ñaëc tröng hình hoïc sau (hình veõ):  
  r – baùn kính ñöôøng troøn thieát tuyeán naèm ngang 
  rα – baùn kính cong chính theo phöông kinh tuyeán  
  rϕ – baùn kính cong chính theo phöông voøng taïi ñieåm khaûo saùt.  
 Caùc taûi troïng maët (cöôøng ñoä treân 1 ñôn vò dieän tích maët cong) coù caùc thaønh phaàn 
vuoâng goùc nhau laø:  
  px – theo phöông voøng 
  py – theo phöông kinh tuyeán 
  pz – theo phöông phaùp tuyeán maët cong. 



69  

r
  

dϕ

ϕ

dα

   
dϕcosα

αrϕ

αr

xp
y

p

p
z

Nϕ
ϕαN αN

Nαϕ

N
N ϕ

ϕ ϕ
ϕ

∂
+

∂
d

d
∂

+
∂

ϕ
ϕϕα

ϕαN
Nd

∂
+

α
αα

αN
N∂

∂N
N αϕ

αϕ α
α

+
∂

d

α
Nα αr dαdϕ sinα

co
sα

dϕ
dα

r α
αN Nα αr dα dϕ

truïc ñoái xöùng

rα phöông phaùp tuyeán

ph
öô

ng
 ti

eáp
 tu

ye
án

dα

α

rαNϕ dϕ

dϕr
N∂

(N α
α α

α
+

∂
d   )

r

  

theo phöông tieáp tuyeán

    αr
rϕ    

r

rα
α

theo phöông voøng

dϕ

dααr
N∂

(N ϕ
ϕ ϕ

ϕ
+

∂
d   )

dϕdαϕN αr

rαNϕ dα

dϕ

 
 Nhö phöông phaùp quen thuoäc, ta seõ khaûo saùt söï caân baèng cuûa 1 phaân toá voû ñöôïc taùch 
ra bôûi 2 maët phaúng kinh tuyeán nghieâng vôùi nhau goùc dϕ vaø 2 maët phaúng vuoâng goùc vôùi kinh 
tuyeán nghieâng vôùi nhau goùc dα.  
 Maët phaúng kinh tuyeán vaø maët phaúng vuoâng goùc kinh tuyeán laø maët phaúng cuûa ñoä cong 
chính (chöùa caùc ñöôøng cong chính) taïi ñieåm khaûo saùt. Baùn kính cong cuûa caùc ñöôøng cong 
chính naøy chính laø rα vaø rϕ. Coøn r laø baùn kính cong cuûa voøng troøn vó tuyeán naèm ngang qua 
ñieåm khaûo saùt.  
 Phöông trình caân baèng theo phöông voøng laø:  

  
( )

cos 0x

N rN
r d d d d N r d d p rr d dαϕϕ
α ϕα α αϕ α ϕ α α ϕ α ϕ α

ϕ α
∂∂

+ + + =
∂ ∂

 

 Theo phöông kinh tuyeán:  

  
( )cos 0y

N N r
r d d N r d d d d p rr d dϕα α
α ϕ α αϕ α α ϕ α ϕ α ϕ α

ϕ α
∂ ∂

− + + =
∂ ∂

 

 Phöông trình caân baèng theo phöông phaùp tuyeán:  
  sin 0zN r d d N rd d p rr d dϕ α α αα ϕ α ϕ α ϕ α+ + =  
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 Söû duïng caùc quan heä sau: 
sinr r

N N
ϕ

ϕα αϕ

α=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

 

 thì caùc phöông trình caân baèng treân ñöôïc ñöa veà daïng:  

  

( )

( )

cos 0

cos 0

x

y

z

N rN
r N r p rr

N N r
r N r p rr

N N p
r r

αϕϕ
α ϕα α α

ϕα α
α ϕ α α

ϕ α

ϕ α

α
ϕ α

α
ϕ α

⎧ ∂∂
+ + + =⎪

∂ ∂⎪
⎪∂ ∂⎪ − + + =⎨ ∂ ∂⎪
⎪

+ = −⎪
⎪⎩

 (2.18) 

 (2.18) laø heä phöông trình caân baèng cuûa voû maøng troøn xoay trong heä toïa ñoä töï nhieân. 
 Tröôøng hôïp ñaëc bieät: khi taûi troïng vaø lieân keát cuõng laø ñoái xöùng truïc, luùc naøy traïng thaùi 
öùng suaát cuûa voû khoâng phuï thuoäc vaøo bieán ϕ vaø Nϕα=0, taûi troïng px=0. Caùc phöông trình caân 
baèng chæ coøn 2 phöông trình vaø coù daïng ñôn giaûn nhö döôùi ñaây: (Phöông trình ñaàu ñoàng nhaát 
baèng 0). 

  

( )cos 0

0

y

z

N r
N r p rr

N N p
r r

α
ϕ α α

ϕ α

ϕ α

α
α

⎧ ∂
− + + =⎪ ∂⎪

⎨
⎪ + + =
⎪⎩

 (a) 

 Töø phöông trình cuoái cuûa (a), ta coù:  

   Daïng khaùc: r
z z

N NNN r p p
r r r

ϕ α
ϕ ϕ

α ϕ α

⎛ ⎞
= − + ⇒ + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (b) 

 Thay Nϕ theo (b) vaøo phöông trình ñaàu cuûa (a) roài nhaân 2 veá vôùi sinα, ruùt goïn laïi, ta 
coù:  

  
( ) ( )sin

sin cos sin sin cos siny z

d N r
N r r r p p

d
α ϕ

ϕ α α ϕ

α
α α α α α α

α
− + = − +  

 Deã thaáy laø veá traùi cuûa phöông trình naøy laø ñaïo haøm ( )2sind N r
d α ϕ α

α
 neân ta ruùt ra:  

  ( ) ( )2sin sin cos sinr y z
d N r r r p p
dr ϕ α ϕα α α α= − +  

 Töø ñoù, ta coù: ( )2

1 sin cos sin
sin y zN r r p p d C

rα α ϕ
ϕ

α α α α
α

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦∫  (c) 

 Haèng soá tích phaân C ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän bieân. 
 Tröôøng hôïp taûi troïng thaúng ñöùng: caùc phaûn löïc thaúng ñöùng naèm doïc bieân coù theå bieåu 
dieãn theo caùc löïc kinh tuyeán Nα nhö sau:  
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  2 sin 0r N Gαπ α + =

  trong ñoù G laø hôïp löïc 
cuûa taûi troïng thaúng ñöùng taùc duïng leân 
voû.  
 Töø ñoù suy ra:  

 22 sin 2 sin
G GN

r rα
ϕπ α π α

= − = −

 Sau ñoù, deã daøng tìm ñöôïc löïc 
voøng theo (b):  

  z
NN r p
r

α
ϕ ϕ

α

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

G

rr

αN

α

α α

α

Nα
rϕ

αr

2.2.5.2. Taûi troïng:  
 Nhö ñaõ bieát ôû treân, taûi troïng taùc duïng treân maët voû ñöôïc 
phaân thaønh 3 thaønh phaàn theo 3 phöông laø phöông voøng, phöông 
tieáp tuyeán vaø phöông phaùp tuyeán laàn löôït laø px, py & pz. Vaø trong 
tröôøng hôïp taûi troïng ñoái xöùng truïc thì ta coù: px=0. 
  • Vôùi taûi troïng baûn thaân: Neáu kyù hieäu gb laø troïng 
löôïng cuûa 1 ñôn vò dieän tích maët thì töø hình veõ beân deã daøng thaáy 
caùc thaønh phaàn taûi troïng treân seõ laø: 

  
0

sin

cos

x

y b

z b

p
p g

p g

α

α

⎧ =
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

zpα α

dF=1

gb

yp

t

  • Tröôøng hôïp taûi troïng ñöôïc cho theo giaù trò quy chieáu (treân 1 ñôn vò dieän tích 
maët baèng) (taûi troïng tuyeát hay ñaát ñaép). Neáu goïi p laø giaù trò quy chieáu theo phöông thaúng 
ñöùng (phöông z) cuûa taûi troïng (treân 1 ñôn vò dieän tích maët baèng) thì töø hình veõ döôùi, ta cuõng 
seõ deã thaáy giaù trò caùc thaønh phaàn theo caùc phöông voøng, kinh tuyeán, phöông  

   
2

0
sin cos

cos

x

y

z

p
p p

p p

α α

α

⎧ =
⎪

=⎨
⎪

=⎩

 

  • Tieáp tuyeán vuoâng goùc maët voû coù giaù trò khoâng ñoåi q (aùp löïc khí, gas, …), khi 

ñoù: 
0x y

z

p p
p q

= =⎧
⎨

= ±⎩
 (daáu (+) öùng vôùi tröôøng hôïp khi taûi troïng coù chieàu höôùng vaøo taâm voû = aùp 

löïc neùn)  
  • Voû chòu aùp löïc thuûy tónh thì maët voû chòu taûi troïng:  

   
0x y

z

p p
p hγ

= =⎧
⎨

=⎩
 trong ñoù h laø chieàu cao coät chaát loûng 

2.2.5.3. AÙp duïng vaø thí duï:  



72  

1) Voû noùn: töø hình veõ beân ta coù:  

  
cot

cos
r y
r y
r

ϕ

α

α

α

=⎧
⎪ =⎨
⎪ = ∞⎩

 

 trong ñoù y laø khoaûng caùch töø 
ñænh noùn ñeán maët caét ñang xeùt. 
 Vôùi taûi troïng baûn thaân, ta coù:  

  
cos
sin

z

y

p g
p g

α
α

=⎧
⎨ =⎩

 

z
yy

f

α α

r

yN Nϕ

 Thay kyù hieäu Nα baèng Ny, söû duïng caùc coâng thöùc ñaõ coù ôû treân, ta coù:  

  
2 cos siny

GN N
y

α
α π α α

≡ = −  

  trong ñoù: ( ) 2

0
2 cos sin cos cos

y

y zG p p ydy gyα π α α α π α= + =∫  : laø hôïp löïc theo 

phöông thaúng ñöùng cuûa taûi troïng taùc duïng trong phaàn voû ñang xeùt. 
  Hay cuõng coù theå tính Gα moät caùc ñôn giaûn hôn:  

   ( ) 2

0 0 0
2 2 cos 2 cos cos

y y y
G rdy g y gdy g ydy gyα π π α π α π α= = = =∫ ∫ ∫  

  
2 cos

2 cos sin 2siny
gy gyN
y

π α
π α α α

= − = −Vaäy:  

  Vaø löïc voøng laø: cot cos cotz z z
NN r p r p p y gy
r

α
ϕ ϕ ϕ

α

α α α
⎛ ⎞

= − + = − = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 Töø bieåu thöùc Ny, Nϕ deã thaáy caùc löïc maøng coù giaù trò tæ leâ vôùi khoaûng caùch y, ñeán ñænh 
noùn. 

2) Voû caàu:  
 Deã thaáy raèng, vôùi voû caàu r r Rα ϕ+ = : baùn kính 

maët trung gian voû. Xeùt voû caàu chòu troïng löôïng baûn 
thaân cöôøng ñoä g (treân 1 ñôn vò dieän tích maët).Vaäy doïc 
theo voøng troøn vó tuyeán xaùc ñònh bôûi goùc α, ta coù caùc 
taûi troïng thaønh phaàn: 0, sin , cosx y zp p g p gα α= = = . 

rα

f

R α α0

 Löïc maøng theo phöông kinh tuyeán Nα ñöôïc xaùc ñònh töø söï caân baèng cuûa phaàn choûm 
caàu ñöôïc taùch ra bôûi maët caét xaùc ñònh bôûi goùc α (nhö ôû phaàn 1) ñaõ noùi). 

  ( )2 : sin
2 sin 2 sin

G GN vì r r
r r ϕ

α α
α

ϕ
α

π α π α
= − = − =  

 Dieän tích beà maët phaàn choûm caàu:  ( )22 2 1 cosF Rf Rα π π α= = −  

 Neân deã thaáy laø:     ( )22 1 cosG gF R gα α π α= = −  

 ( )2

2

2 1 cos 1 cos
2 sin sin 1 cos

Vaäy: 
R g gRN gR

rα
π α α

π α α α
− −

= − = − = −
+

 

 Bieát Nα, ta deã daøng tìm ñöôïc löïc maøng theo phöông voøng Nϕ, töø bieåu thöùc ñaõ coù:  

  r r
z z z

N NN r p R p Rp N
r rϕ ϕ α
α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + = − + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

  1cos cos
1 cos 1 cos

gRN Rg Rgϕ α α
α α

⎛ ⎞= − + = − −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
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-
+

Nα
ϕN

51°

gR
2

R
2 g gR

2

51°

Nϕ
αN

+
-

gR

y
z

p

g

p

g(r)

α

α

 
 Söï bieán thieân cuûa caùc löïc maøng Nα vaø Nϕ ñöôïc minh hoïa nhö treân hình veõ. Hình thöù 3 

laø ñoái vôùi tröôøng hôïp 0 2
πα =  

2.2.6. Voû troøn xoay chòu taûi troïng gioù:  

2.2.6.1. Phöông phaùp chung:  
 Noäi löïc maøng trong voû troøn xoay chòu taûi troïng gioù veà nguyeân taéc laø hoaøn toaøn coù theå 
tìm ñöôïc töø caùc phöông trình vaø phöông phaùp ñaõ neâu ôû caùc phaàn treân. Tuy nhieân, vieäc thöïc 
hieän taûi troïng moät caùch chaët cheõ thöôøng gaëp nhieàu khoù khaên veà toaùn hoïc, vì theá, ñeå ñôn giaûn, 
tuøy thuoäc vaøo hình daïng maët voû maø ngöôøi ta söû duïng phöông phaùp ñôn giaûn vaø hieäu quaû sau:  
 Neáu taûi troïng baûn thaân, taûi troïng ñaát ñaép, … ñöôïc xem laø taûi troïng ñoái xöùng vaø gaây ra 
heä noäi löïc maøng cuõng ñoái xöùng trong tröôøng hôïp voû troøn xoay (caû hình daïng vaø lieân keát) thì 
ngöôïc laïi, vôùi taûi troïng gioù – nhö ñaõ bieát trong caùc quy phaïm tính – thì caùc giaù trò taûi troïng 
phuï thuoäc vaøo höôùng gioù, ñoä cao ñieåm khaûo saùt vaø luaät phaân boá huùt – ñaåy khaù phöùc taïp. Tuy 
nhieân, caùc baøi toaùn coù theå ñn giaûn nhieàu neáu trong tröôøng hôïp voû troøn xoay, ta xem taûi troïng 
gioù laø taûi troïng vuoâng goùc maët voû, phaûn xöùng vaø coù cöôøng ñoä: 
  ( )coszp p α ϕ=  (a) 

  trong bieåu naøy, • ( )p α  bieåu thò taûi troïng bieán thieân phuï thuoäc vaøo ñoä cao cuûa 

ñieåm khaûo saùt theo phöông kính tuyeán: ( ) 0 sinp nα α=  (n0: giaù trò cho trong quy phaïm)  

      • cosα bieåu thò aûnh höôûng cuûa höôùng gioù ñoái vôùi ñieåm khaûo saùt 
(laáy theo phöông voøng). Vò trí töông öùng giaù trò goùc ϕ=0 laø töông öùng vôùi höôùng gioù.  
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 Döôùi taùc duïng cuûa taûi troïng 
phaûn xöùng naøy, heâ noäi löïc maøng cuõng 
laø phaûn xöùng vaø cuï theå: treân 1 maët caét 
ngang baát kyø xaùc ñònh bôûi goùc α (thì 
caùc löïc maøng coù luaät phaân boá (doïc 
phöông voøng):  

 
cos
cos

sin

o

o

o

N N
N N
N N

α α

ϕ ϕ

αϕ αϕ

ϕ
ϕ

ϕ

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

            (b) 

 ôû ñaây, Nα0, Nϕ0 laø giaù trò caùc 
löïc maøng Nα vaø Nϕ taïi caùc vò trí töông 
öùng goùc ϕ=0, töùc vò trí töông öùng vôùi 
höôùng gioù. 
   Coøn Nαϕ0 laø giaù 
trò löïc Nαϕ lôùn nhaát trong maët caét vaø 
töông öùng vò trí ϕ=900 (hình veõ). 
 Xeùt caân baèng phaàn voû ñöôïc 
taùch ra töø bôûi maët caét ngang (hình veõ) 
vôùi caùc ñaëc tröng hình hoïc nhö hình 
veõ.  
 Doïc theo maët caét coù caùc löïc 
maøng Nα vaø Nϕ.  

α
αN

r

F
C

A

h hα

Fα

Nα

Fαϕ αϕ

n≡p
z

r

Nαϕ0

αϕN

α0N ϕd

N rd cosαϕα

ϕ

Nα

h

 
 Goïi Fα laø hôïp löïc cuûa caùc löïc phaùp Nα treân maët caét. Do tính chaát phaûn xöùng, Fα vuoâng 
goùc vôùi truïc ñoái xöùng cuûa voû vaø coù ñieåm ñaët ngang taïi ñænh cuûa hình noùn ngoaïi tieáp phaàn voû 
ñang xeùt taïi maët caét ñang khaûo saùt. 
 Vaø deã thaáy moät vi phaân cuûa hôïp löïc Fα laø:  
  ( )cos cos cos cosdF N rd rN dα α αϕ α ϕ α ϕ ϕ= =  

 Söû duïng (b), ta coù: 2
0 cos cosdF rN dα α α ϕ ϕ=  

 Vaäy hôïp löïc Fα laø:  

  
2 22 2

0 00 0
cos cos cos cosF dF rN d rN d

π π

α α α αα ϕ ϕ α ϕ ϕ= = =∫ ∫ ∫toaøn maët caét
 

  0 cosF rNα απ α=  

 Töø ñoù, neáu bieát Fα thì bieát ñöôïc 0 cos
FN α

α π α
=  vaø thay vaøo (b), ta ñöôïc bieåu thöùc tìm 

löïc maøng phaùp Nα:  

  cos
cos
FN

r
α

α ϕ
π α

=  (c) 

 Töông töï: neáu goïi Fαϕ laø hôïp löïc tieáp Nαϕ treân maët caét ngang voû thì deã thaáy laø Fαϕ 
cuõng vuoâng goùc truïc ñoái xöùng vaø naèm trong maët phaúng maët caét (vì caùc löïc Nϕ cuõng thuoäc maët 
caét ngang ñoù). 
 ( )sin sinVaø: dF N rd rN dαϕ αϕ αϕϕ ϕ ϕ ϕ= =  

 Vì theo (b), treân maët caét naøy: 0 sinN Nαϕ αϕ ϕ=  neân 2sindF rN dαϕ αϕ ϕ ϕ=  

 Vaø hôïp löïc Fαϕ coù giaù trò:  

  
2 22 2

0 0 00 0
sin sinF rN d rN d rN

π π

αϕ αϕ αϕ αϕϕ ϕ ϕ ϕ π= = =∫ ∫  
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 Töông töï treân, neáu bieát Fαϕ thì ta tìm ñöôïc Nαϕ0, vaø söû duïng (b) ta seõ coù bieåu thöùc tìm 
löïc tieáp Nαϕ nhö sau: 

  sin
F

N
r

αϕ
αϕ ϕ

π
=  (d) 

 • Vôùi ngoaïi löïc, goïi F laø hôïp löïc cuûa taûi troïng gioù taùc duïng leân phaàn voû ñöôïc taùch ra 
(phaàn treân maët caét ngang ñang khaûo saùt). Cuõng do tính phaûn xöùng cuûa taûi troïng gioù, löïc F naøy 
phaûi vuoâng goùc vôùi truïc ñoái xöùng vaø coù ñoä lôùn, vò trí ñieåm ñaët phuï thuoäc vaøo luaät phaân boá 
cuûa taûi troïng vaø hình daïng cuûa voû. Caùc ñaïi löôïng naøy hoaøn toaøn tính ñöôïc trong caùc tröôøng 
hôïp cuï theå.  
 • Cuõng deã thaáy raèng, neáu bieát vò trí ñieåm ñaët (ñieåm A) vaø ñoä lôùn cuûa hôïp löïc F thì deã 
tính ñöôïc caùc giaù trò Fα vaø Fαϕ. Töø hình veõ, ta coù:  

  vaø
h hF F F F
h h
αϕ α

α αϕ= =  

 Thay vaøo caùc bieåu thöùc (c) vaø (d) ôû treân ta ñöôïc:  

  
cos

cos

sin

hFN
r h

hFN
r h

αϕ
α

α
αϕ

ϕ
π α

ϕ
π

⎧
=⎪⎪

⎨
⎪ =
⎪⎩

 (2.19) 

 Coøn löïc phaùp Nϕ tìm töø phöông trình thöù 3 cuûa (2.18) (phöông trình caân baèng theo 
phöông phaùp tuyeán):  

  NN r n
r

α
ϕ ϕ

α

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.20) 

  trong ñoù: n laø thaønh phaàn vuoâng goùc maët voû cuûa taûi troïng gioù vaø coù cöôøng ñoä: 
   0 sin cosn n α α=  (e) 
   n0 laø cöôøng ñoä taûi troïng gioù taïi vò trí öùng vôùi ϕ=0 

2.2.6.2. Voû caàu chòu taûi troïng gioù:  
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 Vôùi nhaän xeùt raèng: taûi 
troïng gioù vuoâng goùc vôùi maët 
caàu treân toaøn maët vaø ñeàu coù 
phöông taùc duïng höôùng vaøo taâm 
voû, do vaäy, vò trí ñieåm ñaët cuûa 
hôïp löïc F vôùi moïi maët caét 
ngang khaûo saùt ñeàu laø taâm voû 
caàu (hình veõ). 
 Töø hình veõ, ta cuõng thaáy 
raèng: 

 

cos

cos
tan sin

h R
Rh

h R

αϕ

α

α

α
α α

=⎧
⎪
⎪ =⎨
⎪

=⎪⎩

 (f) 

 Tính giaù trò hôïp löïc taûi 
troïng gioù F treân phaàn voû taùch 
rôøi: treân moät vi phaân dieän tích 
maët voû coù ñoä lôùn (rdϕ.Rdα) taûi 
troïng gioù taùc duïng löïc vuoâng 
goùc maët voû vôùi giaù trò: 
n(rdϕ.Rdα). 

αN
r

Nα F

n

R

gioù

αF

h

αϕF

h

hαϕ

α

αα

 Vaø thaønh phaàn naèm ngang theo phöông gioù thoåi (töông öùng phöông ϕ=0) cuûa voû laø:  
  ( )sin cosdF n rd Rdϕ α α ϕ=  

 Thay giaù trò cöôøng ñoä n theo (e) vaøo, ta coù:  
  2 2

0 sin cosdF n Rd rdα ϕ α ϕ=  
 Vaø vì r=Rsinα neân: 2 3 2

0 sin cosdF n R d dα ϕ α ϕ=  
 Thöïc hieän tích phaân tìm F:  

  
2

22 3 2
0 0

0 0 0

sin cosF dF n R d d
α π α

π
α α ϕ ϕ= =∫ ∫ ∫ ∫  

 Ta coù: ( )
2

30 2 3cos cos
3

n RF π α α= − +  

 Neáu chuù yù raèng: trong tröôøng hôïp naøy Fα vaø Fαϕ coù daáu ngöôïc laïi neân caùc löïc maøng 
coù bieåu thöùc xaùc ñònh theo (2.19) vaø (2.20) laø:  

  

( )

( )

( )

30
2

30
3

2 40
3

cos 2 3cos cos cos
3sin

2 3cos cos sin
3sin

2cos 3sin 2cos cos
3sin

n RN

n RN

n RN

α

αϕ

ϕ

α α α ϕ
α

α α ϕ
α

α α α ϕ
α

⎧ = − − +⎪
⎪
⎪ = − − +⎨
⎪
⎪ = − −⎪⎩

 

 Baøi toaùn: Xaùc ñònh caùc noäi löïc maøng phaùt sinh trong voû noùn (lieân keát goái 
töïa doïc bieân) chòu taùc duïng cuûa taûi troïng gioù coù thaønh phaàn phaùp tuyeán vôùi voû 
laø: 0 0sin cosn n α ϕ=  

α0
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2.3. Voû chòu uoán:  
VOÛ TRUÏ TROØN THAÚNG ÑÖÙNG CHÒU UOÁN BÔÛI TAÛI TROÏNG ÑOÁI XÖÙNG TRUÏC 

2.3.1. Phöông trình vi phaân toång quaùt:  
 Xeùt voû truï troøn (hình veõ) chòu taûi troïng thuûy tónh: 

( )p l xγ= − . Khaûo saùt söï caân baèng cuûa moät phaân toá voû 

(hình veõ). Caùc noäi löïc taùc duïng leân phaân toá naøy goàm:  
  N: löïc voøng 
  Q: löïc caét theo phöông baùn kính. 
  M: momen uoán (Quy öôùc: M>0 thì laøm thôù 
trong bò keùo)  
 Do tính chaát ñoái xöùng truïc, noäi löïc khoâng phuï 
thuoäc bieán goùc ϕ vaø Qϕ=0 
 

x
h

L

R R

O

x

dx

Q+dQ
N

N

M+dM

Q M

dϕdxpR

dϕ

dx

dx

Q
M

M+dM

Q+dQ

Rdϕdx Rdϕ
dϕR

N
N

N

dϕ

dϕ

dϕ

N

 
 Boû qua troïng löôïng baûn thaân voû, phöông trình hình chieáu leân phöông baùn kính laø:  
  0dQRd Nd dx pdxdϕ ϕ ϕ+ − =  (2.21) 
 Phöông trình momen ñoái vôùi ñöôøng thaúng tieáp tuyeán, boû qua caùc VCB baäc cao, ta coù:  
  ( ) 0Qdx dM Rdϕ− =  (2.22) 

 Chia caû 2 veá cuûa (2.21) cho Rdϕdx, ta coù: 

  0dQ N p
dx R

+ − =  

 Coøn töø (2.22), ta coù: dM Q
dx

=  

 Thay vaøo phöông trình treân, ta nhaän ñöôïc: 

  
2

2 0d M N p
dx R

+ − =  (2.23) 
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 Deã thaáy raèng, do löïc 
keùo voøng N, voû bò keùo daõn theo 
phöông voøng vaø coù xu höôùng 
nôû ra (hình veõ). Bieán daïng daøy 
töông ñoái theo phöông voøng laø:  

  N
hEϕε =   

R

R w

Rdϕ B
B'

A'Adϕ

wR

 Maët khaùc, caùc ñieåm treân maët voû coù chuyeån vò theo phöông baùn kính laø w vaø deã thaáy 
raèng:  ( ) ( )1A B R w d R dϕϕ ε ϕ′ ′ = + = +  

 Cuõng coù theå thaáy:  

  ( )R w d RdA B AB w
AB Rd Rϕ

ϕ ϕ
ε

ϕ
+ −′ ′ −

= = =  

  Hay: w Rϕε=  

 Vaø: NR hEw N w
hE R

= ⇒ =  (2.24) 

 Do coù chuyeån vò theo phöông baùn kính w, ñoä cong voû bieán ñoåi töø 1
R

 ñeán giaù giaù trò 

1
R w+

. Do ñoù maø treân voû xuaát hieän momen uoán Mϕ theo phöông voøng. Tuy nhieân, momen 

naøy raát nhoû vì R w  vaø do vaäy ta coù theå boû qua trong tính toaùn cho ñôn giaûn. 
 Coøn theo phöông ñöôøng sinh voû, nhö ñaõ bieát trong söùc beàn laø giöõa ñoä cong vaø chuyeån 
vò toàn taïi lieân heä sau:  

  
2

2

1
x

d w
dx

κ
ρ

= = −  

 Coøn giöõa ñoä cong vaø momen uoán thì coù quan heä:  

  
2

2x
d wM D D
dx

κ= − =  (2.25) 

  trong ñoù D laø ñoä cöùng truï cuûa voû: 
( )

3

212 1
EhD

ν
=

−
 

 Thay (2.24), (2.25) vaøo (2.23), ta coù:  

  
4

4 2

d w hE pD w
dx R D D

+ =  

 Ñaët:  4
2 4Eh

R D
λ=  

  

( )

( ) ( )2
4

2 2 2
2

2

2

12 1 3 1
4

12 1

Eh
h E R h RhR

ν ν
λ λ

ν

− −
⇒ = = ⇒ =

−

 

 Vaø phöông trình vi phaân caáp 4 treân coù daïng:  

  
D
pw

dx
wd

=+ 4
4

4

4λ  (2.26) 



79  

 Ñaây laø phöông trình vi phaân chuû ñaïo cuûa voû truï troøn thaúng ñöùng chòu taûi troïng ñoái 
xöùng truïc. 
 Töø noù, sau khi tìm ñöôïc w ta tìm ñöôïc caùc noäi löïc thaønh phaàn nhö sau: 

 Löïc keùo voøng:  EhN w
R

=  

 Momen uoán:   
2

2

d wM
dx

=  

 Löïc caét:   
3

3

d wQ D
dx

=  

2.3.2. Tìm nghieäm toång quaùt:  
 Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình vi phaân caáp 4 khoâng thuaàn nhaát (2.26): 
  0w w w= +  
  trong ñoù,  w0 laø nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình thuaàn nhaát töông öùng. 
    w  laø nghieäm rieâng cuûa phöông trình khoâng thuaàn nhaát ñaõ cho. 
 • Nghieäm rieâng cuûa phöông trình khoâng thuaàn nhaát ( )w  (2.26) phuï thuoäc taûi troïng 

ngoaøi p vaø thöôøng ngöôøi ta laáy 1 nghieäm rieâng naøy töø baøi toaùn phi momen töông öùng. 
 Tröôøng hôïp voû chòu aùp löïc thuûy 
tónh (hình veõ): Deã thaáy raèng löïc voøng 
cuûa voû maøng töông öùng laø: 

( )N Rp R L xγ= = −  

 Vaäy chuyeån vò theo phöông baùn 
kính laø:  

 ( )
2NR Rw R L x

Eh Ehϕ
γε= = = −  

 Roõ raøng: ( )
2Rw L x

Eh
γ

= −     (2.27) 

 Laøm (2.26) trôû thaønh ñoàng nhaát 
vaø laø 1 nghieäm tieâng cuûa phöông trình 
khoâng thuaàn nhaát (2.26). 

x

O

γp=  (l-x)

dw
dx

h

RR
N

 • Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình thuaàn nhaát ( )0w :  

  
4

4
4 4 0d w w

dx
λ+ =  (2.28) 

 Coù daïng: ( ) ( )0 1 2 3 4cos sin cos sinx xw e C x C x e C x C xλ λλ λ λ λ−= + + +  (2.29) 

      trong ñoù: C1, C2, C3, C4 laø caùc haèng soá tích phaân ñöôïc xaùc ñònh döïa vaøo caùc 
ñieàu kieän bieân. 
 Chuù yù raèng: Vì  khi xe xλ → ∞ → ∞ , maø 0w w w= +  laø höõu haïn neân ta phaûi coù 

1 2 0C C= = . 
 Tuy nhieân, trong thöïc tieãn taûi troïng, khi 6Lλ ≥  thì ngöôøi ta ñaõ laáy 1 2 0C C= = . Khi 
ñoù, voû ñöôïc xem laø voû cao vaø luùc naøy:  
  ( )3 4cos sinxw w e C x C xλ λ λ−= + +  

 Coøn khi voû thaáp ( )6Lλ <  thì ngöôøi ta vaãn keå tôùi 4 haèng soá tích phaân naøy, töùc:  

  ( ) ( )1 2 3 4cos sin cos sinx xw w e C x C x e C x C xλ λλ λ λ λ−= + + + +  (2.30) 
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 • Voû truï cao ( )6Lλ ≥  ngaøm bieân döôùi:  

  ( ) ( )
2

0 3 4cos sinxRw w w L x e C x C x
Eh

λγ λ λ−= + = − + +  (2.31) 

 Söû duïng caùc ñieàu kieän bieân: 
0

0 :
0

chuyeån vò: 
taïi 

goùc xoay: 

w
x dw

dx

⎧ =
⎪= ⎨

=⎪⎩

, ta coù:  

  
( )

2 2

3 30

2 2 2

3 4 4 3
0

0

10 1

x

x

R Rw L C C L
Eh Eh

dw R R R LC C C C
dx Eh Eh Eh L

γ γ

γ γγ λ
λ λ

=

=

⎧ ⎧
= + = = −⎪ ⎪⎪ ⎪⇒⎨ ⎨

⎛ ⎞⎪ ⎪= − − − = = + = − −⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎝ ⎠⎩⎩

 

 Caùc thaønh phaàn noäi löïc seõ laø:  

 

( )

( ) ( )

2
2

3 42

2 2

3
2 3

3

1cos 1 sin

2 [ cos sin ]

12 1 cos sin

12 cos sin 1 cos sin

x

x

x

x

EhN w R L x Le x x
R L

d wM D D e C x C x
dx

DR L e x x
Eh L

d w DQ D R L e x x x x
dx Eh L

λ

λ

λ

λ

γ λ λ
λ

λ λ λ

λ γ λ λ
λ

λ γ λ λ λ λ
λ

−

−

−

−

⎧ ⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞= = − − + −⎪ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭⎪
⎪

= = −
⎨

⎡ ⎤⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞= = − − − − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

 (2.32) 

xh

R R

O

γ

L

L

L

  

N M Q

0L π
λ

=

0

0

p=  (L-x)

+

+
+--

 
 • Voû truï thaáp ( )6Lλ <  ngaøm bieân döôùi: 

  ( ) ( ) ( )
2

0 1 2 3 4cos sin cos sinx xRw w w L x e C x C x e C x C x
Eh

λ λγ λ λ λ λ−= + = − + + + +  

 Söû duïng caùc ñieàu kieän bieân ñeå xaùc ñònh caùc haèng soá tích phaân C1, C2, C3, C4. 

  

( )

( )

2

2

3

3

0
0 :

0

0
:

0

chuyeån vò: 
+ Taïi bieân döôùi 

goùc xoay: 

+ Bieân töï do: 

w
x dw

dx
d wM D
dxx L

d wQ D
dx

⎧ =
⎪= ⎨

=⎪⎩
⎧

= =⎪⎪= ⎨
⎪ = =⎪⎩

 

 • Ví duï:  
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  + Voû truï chöùa nöôùc coù R=6m, cao L=16m, daøy h=30cm, vaät lieäu beâ toâng coù 
ν=1/6, troïng löôïng rieâng cuûa nöôùc γ=1T/m3. 

 Giaûi: 
( )

13 13 1 6 0,972
6.0,3

Tính: 
Rh

ν
λ

⎛ ⎞−⎜ ⎟− ⎝ ⎠= = =  

 Vaäy: λL=0,972.16=15,55>6 ⇒ Voû laø cao ⇒ söû duïng caùc bieåu thöùc noäi löïc (2.32) 
xh=0,3m

R R=6m

O

p=  (L-x)γ

L=16m

N

88T/m
+

M Q

+ -
15,8T/m7,86Tm/m

VOÛ CAO  
  + Tröôøng hôïp voû chæ coù chieàu cao L=4m 
  Vaäy: λL=0,972.4=3,89>6 ⇒ Voû laø thaáp. Töø caùc ñieàu kieän bieân ta xaùc ñònh 
ñöôïc caùc haèng soá tích phaân C1, C2, C3, C4. Bieåu ñoà noäi löïc coù daïng:  

h=0,3m

R R=6m

O

p=  (L-x)γ L=16m

N
M

Q1,55Tm/m

3,55T/m

18,8T/m

VOÛ THAÁP  
 

y
b


